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ÊÎÌÏÜÞÒÅÐÍÀß  ÎÏÒÈÊÀ  È  ÎÁÐÀÁÎÒÊÀ  ÈÇÎÁÐÀÆÅÍÈÉ
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áûëè âïåðâûå ââåäåíû â ðàáîòàõ Ð.Ã. Ôàðàä-
æèåâà è ß.Ç.Öèïêèíà [1, 2], À.Øòðàññåíà è
Â. Ø¸íõàãå [3] è ïåðåîòêðûòû â ðàáîòå ×.Ì.
Ðåéäåðà [4]. Ïîñëåäíÿÿ ðàáîòà ïîëó÷èëà íàè-
áîëüøóþ èçâåñòíîñòü è ÿâèëàñü îñíîâîé äëÿ
ðàçëè÷íûõ ìîäèôèêàöèé è îáîáùåíèé Ò×Ï.
Íàèáîëüøàÿ ïîïóëÿðíîñòü ýòîé òåìàòèêè
ïðèõîäèòñÿ íà 70-å ãîäû, ÷òî îáúÿñíÿåòñÿ, â
îñíîâíîì, âû÷èñëèòåëüíûìè ïðåèìóùåñòâà-
ìè öåëî÷èñëåííîé àðèôìåòèêè äëÿ èñïîëü-
çîâàâøèõñÿ öèôðîâûõ óñòðîéñòâ è âîçìîæ-
íîñòÿìè ýôôåêòèâíîãî ðåøåíèÿ ìàññîâûõ
çàäà÷ èíôîðìàòèêè � �áåçîøèáî÷íîãî� âû-
÷èñëåíèÿ öèêëè÷åñêîé ñâåðòêè (öåëî÷èñ-
ëåííûõ) ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé [5] è áûñòðî-
ãî óìíîæåíèÿ áîëüøèõ öåëûõ ÷èñåë [3]. Âîç-
ðîæäåíèå èíòåðåñà ê Ò×Ï, íàìåòèâøååñÿ â
ïîñëåäíèå ãîäû, ñâÿçàíî ñ ðàçðàáîòêîé íî-
âîãî ïîêîëåíèÿ ÑÁÈÑ-óñòðîéñòâ, èñïîëüçó-
þùèõ ìîäóëÿðíûå âû÷èñëåíèÿ äëÿ ðåàëèçà-
öèè àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé [6 - 9].

Íàèáîëåå ñóùåñòâåííûì íåäîñòàòêîì
Ò×Ï ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ïðîñòûå ÷èñëà p c �óäîá-
íîé� ìàøèííîé ðåàëèçàöèåé (ïðîñòûå ÷èñ-
ëà Ìåðñåííà, Ôåðìà, Ãîëîìáà è ò.ï) âñòðå÷à-
þòñÿ â íàòóðàëüíîì ðÿäó äîñòàòî÷íî ðåäêî
[10], ÷òî ñóùåñòâåííî îãðàíè÷èâàåò âîçìîæ-
íîñòè Ò×Ï, íàïðèìåð, â çàäà÷àõ öèôðîâîé
îáðàáîòêè ìíîãîìåðíûõ öèôðîâûõ ìàññèâîâ

(â ÷àñòíîñòè, èçîáðàæåíèé).
Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ

ìåòîä ñèíòåçà ïàðàëëåëüíûõ àëãîðèòìîâ
�áåçîøèáî÷íîãî� âû÷èñëåíèÿ ñâåðòîê öåëî-
÷èñëåííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñ èñïîëüçî-
âàíèåì �Ò×Ï-ïîäîáíûõ� ïðåîáðàçîâàíèé,
ðåàëèçóåìûõ â êîëüöàõ êëàññîâ âû÷åòîâ ïî
ìîäóëþ ñîñòàâíûõ ÷èñåë. Ìåòîä áàçèðóåòñÿ
íà äâóõ íåçàâèñèìûõ è õîðîøî àïðîáèðîâàí-
íûõ èäåÿõ:

− âëîæåíèå êîëüöà êëàññîâ âû÷åòîâ ïî
(ñîñòàâíîìó) (mod m) â ïðÿìóþ ñóììó íåêî-
òîðûõ êîíå÷íûõ êîëåö;

− ïðåäñòàâëåíèå äàííûõ â «íåòðàäèöèîí-
íûõ» ñèñòåìàõ ñ÷èñëåíèÿ.

Ñóùåñòâåííî íîâûì â ðàññìîòðåííîì
ìåòîäå ÿâëÿåòñÿ ñîãëàñîâàííûé âûáîð êîíå÷-
íûõ êîëåö, ñïîñîáà âëîæåíèÿ êîëüöà êëàññîâ
âû÷åòîâ â ïðÿìóþ ñóììó ýòèõ êîëåö, à òàêæå
ñèñòåì ñ÷èñëåíèÿ «ñ èððàöèîíàëüíûì îñíî-
âàíèåì», íàñëåäóþùèõ ñâîéñòâà äâîè÷íîé
ñèñòåìû ñ÷èñëåíèÿ â êîëüöàõ êëàññîâ âû÷å-
òîâ ïî ìîäóëÿì ïðîñòûõ ÷èñåë Ôåðìà. Àíà-
ëîãè÷íàÿ çàäà÷à äëÿ âû÷èñëåíèé â êîëü-
öàõ êëàññîâ âû÷åòîâ ïî ìîäóëÿì ñîñòàâ-
íûõ ÷èñåë Ìåðñåííà ðàññìîòðåíà àâòî-
ðîì â ðàáîòå [13].

Òåîðåòèêî-÷èñëîâîå ïðåîáðàçî-
âàíèå Ôåðìà

Èñòîðè÷åñêè ïåðâûì Ò×Ï, íàøåäøèì
ýôôåêòèâíûå ïðèìåíåíèÿ â çàäà÷àõ öèôðî-
âîé îáðàáîòêè ñèãíàëîâ, ÿâèëîñü ïðåîáðàçî-
âàíèå (1) ïðè
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Êîìïüþòåðíàÿ îïòèêà è îáðàáîòêà èçîáðàæåíèé

ÿâëÿþòñÿ ïðîñòûìè òîëüêî ïðè ïÿòè óêàçàí-
íûõ çíà÷åíèÿõ s. Ïðåîáðàçîâàíèå (1) ïðè p =
f
s 
íàçûâàåòñÿ Ò×Ï Ôåðìà èëè ïðîñòî ïðåîá-

ðàçîâàíèåì Ôåðìà.
Ïðèâëåêàòåëüíîñòü ïðåîáðàçîâàíèÿ

Ôåðìà îáóñëàâëèâàåòñÿ ïî ìåíüøåé ìåðå äâó-
ìÿ ôàêòîðàìè:

− ñóùåñòâîâàíèå óäîáíîãî äëÿ ìàøèí-
íîé ðåàëèçàöèè �áèòîâîãî� ïðåäñòàâëåíèÿ
ýëåìåíòîâ ïîëÿ (mod f

s
) c ïðîñòî ðåàëèçóå-

ìûìè îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ
ýëåìåíòîâ.

− íàëè÷èå õîðîøåé àëãîðèòìè÷åñêîé
ïîääåðæêè âû÷èñëåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ (1)
â âèäå ñòðóêòóðíî ïðîñòûõ ìîäóëÿðíûõ àíà-
ëîãîâ êëàññè÷åñêîãî áûñòðîãî àëãîðèòìà
Êóëè-Òüþêè äèñêðåòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ
Ôóðüå.

Äåéñòâèòåëüíî, ëþáîå öåëîå ÷èñëî x èç
äèàïàçîíà 0 ≤ x ≤ f

s 
– 1 =2B ìîæåò áûòü ïðåä-

ñòàâëåíî (B+1)-áèòîâûì ðàçëîæåíèåì
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++++= −
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x

xxxxx
 (3)

Àññîöèèðîâàííûé ñ ðàçëîæåíèåì (3)
(B+1)-áèòîâûé âåêòîð

),...,,( 011 xxxxx BB −>=< .         (4)

áóäåì íàçûâàòü êîäîì ýëåìåíòà x (mod f
s
).

Îïåðàöèè â êîëüöå êëàññîâ âû÷åòîâ
(mod f

s
) èíäóöèðóþò ôîðìàëüíûå ïðàâèëà

ïðåîáðàçîâàíèÿ êîäîâ, âïîëíå îïðåäåëÿåìûå
ñîîòíîøåíèåì

( ).mod12 s
B f−≡                 (5)

Èìåííî, ñëîæåíèå ïðîèçâîäèòñÿ ïî ïî-
÷òè îáû÷íûì ïðàâèëàì äâîè÷íîãî ñëîæåíèÿ
�ñ ïåðåíîñîì â ñòàðøèé ðàçðÿä�; ïðè ïåðå-
ïîëíåíèè B-ãî ðàçðÿäà �ëèøíÿÿ� åäèíèöà
âû÷èòàåòñÿ èç B�ðàçðÿäíîé ÷àñòè ðåçóëüòàòà
(èëè, â òåðìèíàõ êîäîâ, �ñ èíâåðòèðîâàííûì
çíàêîì ïåðåíîñèòñÿ â ñàìûé ìëàäøèé ðàçðÿä
êîäà); óìíîæåíèå íà 2 ýëåìåíòà x èíäóöè-
ðóåò ïðåîáðàçîâàíèå êîäîâ ïî ïðàâèëó
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xxxxx
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óìíîæåíèå ýëåìåíòîâ îáùåãî âèäà ñâîäèò-
ñÿ ê ñëîæåíèÿì è óìíîæåíèåì íà ñòåïåíè 2.

Çàìåòèì, ÷òî êîä â ïðàâîé ÷àñòè ñîîò-

íîøåíèÿ (5) íå îáÿçàòåëüíî ÿâëÿåòñÿ áèòî-
âûì âåêòîðîì, íî ìîæåò áûòü ëåãêî ïðåîá-
ðàçîâàí ê áèòîâîìó âèäó ñ èñïîëüçîâàíèåì
òðèâèàëüíîãî ñîîòíîøåíèÿ

.222 11
1

1
j

j
j

j
j

j xxx ++
+

+ +=         (6)

Òàêèå âåêòîðû, ïðåîáðàçîâàííûå ïî ïðà-
âèëó (6) ê áèòîâîìó ïðåäñòàâëåíèþ, áóäåì
íàçûâàòü ðåäóöèðîâàííûìè êîäàìè è îáîçíà-
÷àòü < x >*.

Äàëåå, â îòëè÷èå îò ïîëÿ êîìïëåêñíûõ
÷èñåë, â êîíå÷íîì ïîëå (mod p) ñóùåñòâóþò
êîðíè íå ëþáîé ñòåïåíè N åäèíèöû, à òîëü-
êî óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ äåëèìîñòè:

N || (p-1).                         (7)
Äëÿ ÷èñåë Ôåðìà ýòî ñòåñíèòåëüíîå, â

îáùåì ñëó÷àå, îãðàíè÷åíèå (7) ãàðàíòèðóåò
ñóùåñòâîâàíèå ñòðóêòóðíî ïðîñòûõ áûñòðûõ
àëãîðèòìîâ âû÷èñëåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ (1).

Íàèáîëåå ïðîñòî ðåàëèçóåòñÿ ïðåîáðà-
çîâàíèå (1) ïðè ω ≡ 2 (mod f

s
). Â ýòîì ñëó÷àå

óìíîæåíèÿ íà ôàçîâûå ìíîæèòåëè â ìîäó-
ëÿðíîé âåðñèè àëãîðèòìà Êóëè-Òüþêè (ÁÏÔ)
ðåàëèçóþòñÿ áåç íåòðèâèàëüíûõ âåùåñòâåí-
íûõ óìíîæåíèé [15].

Ê ñîæàëåíèþ, â ñèëó ñîîòíîøåíèÿ (5),
ýëåìåíò ω ≡ 2 (mod f

s
) ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ñòåïå-

íè N = 2B (mod f
s
), ÷òî îãðàíè÷èâàåò ìàêñè-

ìàëüíóþ äëèíó ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôåðìà, ðåà-
ëèçóåìîãî áåç óìíîæåíèé, ÷èñëîì N = 32.

Êðîìå òîãî, äëÿ �áåçîøèáî÷íîãî� âû÷èñ-
ëåíèÿ ñâåðòêè ñïåêòðàëüíûì ìåòîäîì ñ èñ-
ïîëüçîâàíèåì Ò×Ï, ÷èñëî p äîëæíî áûòü
äîñòàòî÷íî âåëèêî [16]. Â ÷àñòíîñòè, ïðè ðå-
øåíèè òèïè÷íîé äëÿ öèôðîâîé îáðàáîòêè
èçîáðàæåíèé çàäà÷è âû÷èñëåíèÿ äâóìåðíîé
ñâåðòêè äâóõ öåëî÷èñëåííûõ ìàññèâîâ ðàç-
ìåðà (512×512) ñ äèíàìè÷åñêèìè äèàïàçîíà-
ìè 0 ÷ 255, äëÿ ÷èñëà p äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ
íåðàâåíñòâî:

.122)256()512( 16
4

3422 +=>=> fp

Ýòî ñóùåñòâåííî îãðàíè÷èâàåò âîçìîæ-
íîñòè ïðèìåíåíèÿ Ò×Ï Ôåðìà â çàäà÷àõ îá-
ðàáîòêè ìíîãîìåðíîé öèôðîâîé èíôîðìà-
öèè. Èñïîëüçîâàíèå â êà÷åñòâå ìîäóëåé â
ïðåîáðàçîâàíèè (1) ñîñòàâíûõ ÷èñåë Ôåðìà
äîñòàâëÿåò ñåðüåçíûå òðóäíîñòè, ñâÿçàííûå
ñ ñóùåñòâîâàíèåì â ìîäóëÿðíûõ êîëüöàõ ïî
ñîñòàâíûì ìîäóëÿì äåëèòåëåé íóëÿ è, êàê
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Èçâåñòèÿ Ñàìàðñêîãî íàó÷íîãî öåíòðà Ðîññèéñêîé àêàäåìèè íàóê,  ò.2,  ¹1,  2000

ñëåäñòâèå, ñ íåîáðàòèìîñòüþ íåêîòîðûõ ýëå-
ìåíòîâ ñîîòâåòñòâóþùèõ êîëåö è/èëè ñ íå-
îðòîãîíàëüíîñòüþ áàçèñíûõ ôóíêöèé ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ (1). Êðîìå òîãî, äàæå ïðè óñëîâèè
÷àñòè÷íîé êîìïåíñàöèè îòìå÷åííûõ ïðî-
áëåì, íàïðèìåð, ïðè ðàñïàðàëëåëèâàíèè
âû÷èñëåíèé â ñèñòåìå îñòàòî÷íûõ êëàññîâ
[11, 12], õàðàêòåðíûå ïðåèìóùåñòâà �áèòî-
âîé� ðåàëèçàöèè àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé
èìåííî â ïîëÿõ ïî ìîäóëÿì ÷èñåë Ìåðñåí-
íà è Ôåðìà íå íàñëåäóþòñÿ äëÿ âû÷èñëå-
íèé â ïîëÿõ ïî ìîäóëÿì öåëûõ äåëèòåëåé
ñîñòàâíûõ ÷èñåë Ìåðñåííà èëè Ôåðìà.
Äåéñòâèòåëüíî,

f
5 
= 232 +1 = 641 ⋅6 700 417

è ñîìíîæèòåëè óæå íå ÿâëÿþòñÿ ÷èñëàìè
Ôåðìà.

Àëüòåðíàòèâíîå ðàçëîæåíèå ÷è-
ñåë Ôåðìà

Ïóñòü, äëÿ îïðåäåëåííîñòè, ÷èñëî Ôåð-
ìà f èìååò âèä

132,12 +==+= tBf rB           (8)

è îáëàäàåò ñâîéñòâàìè:
(a) ïðè âñåõ 1 < s < 3t +1 ÷èñëà f è 2s -1

âçàèìíî ïðîñòû;
(b) ýëåìåíò 2(3t +1) îáðàòèì â ôàêòîð-

êîëüöå )( f
Z ;

(c) ÷èñëî f íå äåëèòñÿ íà 3, òî åñòü f ≠ 0
(mod 3).

Ðàññìîòðèì êîëüöî S öåëûõ ýëåìåíòîâ
ïîëÿ F ðàçëîæåíèÿ ïîëèíîìà ϕ(z) = z3 + 2 íàä
Q. Â êîëüöå S ⊃ Z äëÿ ÷èñëà f íàðÿäó ñ îáû÷-
íûì ïðåäñòàâëåíèåì ñîñòàâíîãî ÷èñëà â âèäå
ïðîèçâåäåíèÿ öåëûõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë
âîçìîæíî ïðåäñòàâëåíèå â ôîðìå

( )( )( )..122122122 333 +γ+γ+= tttf   (9)

ãäå γ - ïðèìèòèâíûé êîðåíü òðåòüåé ñòåïåíè
èç åäèíèöû.

Ëåììà 3.1. Ýëåìåíòû f
1
, f

2
, f

3
 ∈ S:

( ) ( ) ( )122,122,122 3
3

3
2

3
1 +=+=+= γγ ttt fff

ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòû â êîëüöå S.
Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñòèì, ÷òî ñóùå-

ñòâóþò a, b
1
, b

2
 ∈ S, íå ÿâëÿþùèåñÿ åäèíèöà-

ìè êîëüöà S, òàêèå ÷òî f
1
 = a b

1
, f

2
 = ab

2
. Íîð-

ìàëüíûì ïîëåì äëÿ ìíîãî÷ëåíà ϕ(z) ÿâëÿåò-

ñÿ ïîëå F=Q(γ, 3 2 ). Ïóñòü Normγγ (x) åñòü

îòíîñèòåëüíàÿ íîðìà ýëåìåíòà x ∈ F â ïîëå
Q(γ). Òðåõýëåìåíòíàÿ ãðóïïà Ãàëóà ïîëèíî-
ìà ϕ(z) íàä ïîäïîëåì Q(γ) öèêëè÷íà è äåé-
ñòâóåò òîæäåñòâåííî íà Q. Îòíîñèòåëüíàÿ
íîðìà ýëåìåíòà

z = x + y 3 2  ∈ S

ðàâíà Normγγ (z) =x3+2y3. Ïîýòîìó èç î÷åâèä-
íûõ ðàâåíñòâ

f
2 
= γ f

1 
+ 1 - γ,   f

2 
- f

1 
= (f

1
 –1)(γ - 1)

ñëåäóåò

Normγγ (f1
 –1) Normγγ (γ - 1) =

= Normγγ (a) Normγγ (b1 
- b

2 
),

2B (γγ - 1)3 =
= Normγγ (a) Normγγ (b1 

- b
2
).           (10)

Òàê êàê Normγγ (a) íå ìîæåò áûòü ÷åò-
íûì ÷èñëîì, ÷òî ïðîòèâîðå÷èëî áû ðàâåí-
ñòâó

Normγγ 
(f

1
) = Normγγ 

(ab
1
) =

= f = 2B +1 = Normγγ 
(a) Normγγ 

(b
1
),

òî ðàâåíñòâî (10) ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ òîëüêî
ïðè óñëîâèè äåëèìîñòè

Normγγ (a)  (γ - 1)3.(11)

Òàê êàê Normγγ (a) ∈ Q(γ), òî âû÷èñëÿÿ
íîðìó ýëåìåíòîâ (11) íàä Q, ïîëó÷àåì:

Norm (Normγγ (a))  Norm (γ - 1)3 = 27,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ f ≠ 0 (mod 3). Àíà-
ëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ âçàèìíàÿ ïðîñòîòà îñ-
òàëüíûõ ýëåìåíòîâ â óñëîâèè ëåììû.

Ïóñòü ýëåìåíòû f
1
, f

2
, f

3
 îïðåäåëåíû â

ëåììå 3.1. Ââåäåì äëÿ óäîáñòâà íîâûå îáî-
çíà÷åíèÿ: P = f

1
, Q=f

2
, R =f

3
 .

Ëåììà 3.1 ãàðàíòèðóåò âîçìîæíîñòü

ïðåäñòàâëåíèÿ ôàêòîð-êîëüöà f
S  â âèäå ïðÿ-

ìîé ñóììû

r
S

q
S

p
S

f
S ⊕⊕≡

ôàêòîð-êîëåö ,,,
r

S
q

S
p

S  ãäå f = (f),

p =(P), q =(Q), r =(R) - ãëàâíûå èäåàëû, ïî-
ðîæäåííûå ýëåìåíòàìè f, P, Q, R, è âîçìîæ-

íîñòü âëîæåíèÿ ïîäêîëüöà f
S

Z
Z ⊂

f  â ýòó
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ïðÿìóþ ñóììó. Ïîýòîìó ñëåäóþùàÿ ëåììà
ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì êèòàéñêîé òåîðå-
ìû îá îñòàòêàõ [14]. Å¸ äîêàçàòåëüñòâî ïðè-
âîäèòñÿ òîëüêî äëÿ ÿâíîãî îïèñàíèÿ òàêîãî
âëîæåíèÿ.

Ëåììà 3.2. Äëÿ ëþáîãî W ∈ Z
Z

f  ñó-

ùåñòâóþò ýôôåêòèâíî îïðåäåëÿåìûå ýëåìåí-

òû X, Y, Z ∈ )( f
S  è êîíñòàíòû a, b, c ∈

Z
Z

f  òàêèå, ÷òî:

(à) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

W = aXQR + bYPR + cZPQ,        (12)
ïðè÷åì

X ≡ W (mod (P)), Y ≡ W (mod (Q)),
Z ≡ W (mod (R));

(á) ÷èñëà X, Y, Z äîïóñêàþò ïðåäñòàâëåíèÿ â
ôîðìå:

;42

;42

;42

3
3

3
21

3
3

3
21

3
3

3
21

ZZZZ

YYYY

XXXX

++=
++=

++=

         (13)

0 ≤ X
1
, Y

1
, Z

1
 < 2t+1;

0 ≤ X
2
, Y

2
, Z

2
, X

3
, Y

3
, Z

3
 < 2t .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîîòíîøåíèå (12) ÿâ-
ëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì êèòàéñêîé òåîðåìû îá îñ-
òàòêàõ. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñâîéñòâà (à) íå-

îáõîäèìî äîêàçàòü, ÷òî a,b,c ∈ Z
Z

f . Íåïîñ-

ðåäñòâåííî ïðîâåðÿþòñÿ ðàâåíñòâà:

RQ = (P - 3)P + 3,    PR = (Q - 3)Q + 3,
PQ = (R - 3) +3.

Ïîýòîìó äëÿ âûïîëíåíèÿ ðàâåíñòâ

aQR ≡ 1 (mod P), bPR ≡ 1 (mod Q),

cPQ ≡ 1 (mod R)
äîñòàòî÷íî ïîëîæèòü

a ≡ 3-1 (mod f),  b ≡ 3-1 (mod f),
c ≡ 3-1 (mod f).

Îïóñêàÿ ðóòèííûå âûêëàäêè, ñâÿçàííûå
ñ ïðèìåíåíèåì ìåòîäà íåîïðåäåëåííûõ êî-
ýôôèöèåíòîâ, ïðèâåäåì âûðàæåíèÿ äëÿ X

j 
,

Y
j
 , Z

j
 (j = 1, 2 ,3 ) â ôîðìå:

X
1
 +(-X

3
 ) 2t+1 + X

2
 22t+1 = (3a) -1 W,

Y
1
 +(-Y

3
 ) 2t+1 + Y

2
 22t+1 = (3b) -1 W,

Z
1
 +(-Z

3
 ) 2t+1 + Z

2
 22t+1 = (3c) -1 W.        (14)

Èç ñîîòíîøåíèé (14) ýôôåêòèâíî îïðå-
äåëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ X

j
, Y

j
, Z

j
. Äåéñòâèòåëüíî,

ïóñòü χ åñòü íàèìåíüøèé íåîòðèöàòåëüíûé
âû÷åò äëÿ (3a) –1 W (mod f). Ïóñòü äàëåå
quot (u // v) è exc (u // v) – íåïîëíîå ÷àñòíîå
è îñòàòîê îò äåëåíèÿ ÷èñëà u íà v, ñîîòâåò-
ñòâåííî. Òîãäà, íàïðèìåð, äëÿ X

j
 èìååì:

X
1
 = exc (χ // 2t+1 ),   X

2
 = quot (χ - X

1 
// 22t+1 ),   (-

X
3
 ) = (χ - X

1
) 2 –t -1 - X

2
 2t.

Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî ýëåìåíòû X
2
, X

3

äîïóñêàþò t-áèòîâîå ïðåäñòàâëåíèå, à ýëå-
ìåíò X

1
 äîïóñêàåò (t+1)-áèòîâîå ïðåäñòàâëå-

íèå.
Ðàññìîòðèì ïåðâîå èç ðàâåíñòâ (13).

Ïóñòü

03

0

13

13

02

0

12

12

01

0

1

1

2...2,2...

...2,2...2

XXXX

XXXXX

t

t

t

t

t

t

++=++

+=++=
−

−

−
−

åñòü áèòîâûå ïðåäñòàâëåíèÿ ýëåìåíòîâ X
1
,

X
2
, X

3
. Òîãäà ñîîòíîøåíèå (13) äëÿ X ìîæíî

ïåðåïèñàòü â âèäå:

( ) ( ) ( )
( ) ( ) .2...2

222

031

0

3331

1

23
33

1

13
32

1

3
31

XX

XXXX

t

t

t

t

t

t

t

t

+++

+++=
−

−

−

−

−

−
  (15)

Ðàâåíñòâî (15) ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü
êàê ïðåäñòàâëåíèå ýëåìåíòà X �â ñèñòåìå

ñ÷èñëåíèÿ ñ îñíîâàíèåì ( )3 2 �, ðàâåíñòâà,

àíàëîãè÷íûå (15), äëÿ Y è Z - êàê ïðåäñòàâëå-
íèÿ ýëåìåíòîâ Y è Z �â ñèñòåìàõ ñ÷èñëåíèÿ ñ

îñíîâàíèåì ( )3 2γ  è ( )3 2γ �, ñîîòâåòñòâåííî.

Çàìå÷àíèå 3.1. Íåñìîòðÿ íà íå âïîëíå
ïðèâû÷íóþ òåðìèíîëîãèþ (�ñèñòåìû ñ÷èñ-
ëåíèÿ ñ èððàöèîíàëüíûì îñíîâàíèåì�), íè-
êàêèõ �ïðèáëèæåííûõ� âû÷èñëåíèé â äàííîé
ðàáîòå íå ïðîèçâîäèòñÿ. Ýëåìåíòû, îáîçíà-

÷åííûå ( )3 2 , ( )3 2γ  è ( )3 2γ , åñòü ïðîñòî òðè

ðàçëè÷íûõ êîðíÿ óðàâíåíèÿ W3 = 1 â ôàêòîð

êîëüöå .
f

S  Êàê áóäåò ïîêàçàíî íèæå, òàêàÿ

(íåôîðìàëüíàÿ) èíòåðïðåòàöèÿ ðàâåíñòâà (15)
ïîçâîëÿåò ââåñòè ïðîñòûå ïðàâèëà ïðåîáðà-
çîâàíèé àññîöèèðîâàííûõ êîäîâ

).,...,,,,( 1
0

1
1

3
1

2
1

1 XXXXXX tttt −−−>=<   (16)
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Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ñóùåñòâóåò íåîá-
õîäèìûé ìàòåìàòè÷åñêèé ôîðìàëèçì äëÿ
ïðèäàíèÿ êîððåêòíîñòè ïîíÿòèþ �ñèñòåìû
ñ÷èñëåíèÿ ñ èððàöèîíàëüíûì îñíîâàíè-
åì�. Òàêèå ñèñòåìû ñ÷èñëåíèÿ äîñòàòî÷íî
äàâíî è óñïåøíî ïðèìåíÿþòñÿ â èíôîðìà-
òèêå [17, 18].

Àðèôìåòè÷åñêèå äåéñòâèÿ íàä ýëåìåí-

òàìè êîëüöà f
S  èíäóöèðóþò ïðàâèëà ïðå-

îáðàçîâàíèÿ êîäîâ (16): ïðè ñëîæåíèè ýëå-
ìåíòîâ êîäû ïðåîáðàçóþòñÿ ïî ïðàâèëó “ïå-
ðåíîñ â ñòàðøèé ðàçðÿä ÷åðåç äâå ïîçèöèè”;

óìíîæåíèå ýëåìåíòà X íà ( )3 2  ðàâíîñèëü-

íî öèêëè÷åñêîìó ñäâèãó êîäà ñ èíâåðòèðîâà-
íèåì çíàêà ìëàäøåãî áèòà è ò.ä. Êàê è â ñëó-
÷àå îáû÷íîé àðèôìåòèêè êîëüöà âû÷åòîâ
(mod f

s
), â ðåçóëüòàòå òàêèõ ïðåîáðàçîâàíèé

ïîëó÷àþòñÿ íå îáÿçàòåëüíî áèòîâûå âåêòî-
ðû, êîòîðûå, òåì íå ìåíåå, ìîãóò áûòü ëåãêî
ïðåîáðàçîâàíû ê áèòîâîìó âèäó ñ èñïîëüçî-
âàíèåì ñîîòíîøåíèÿ (6). Òàêèå âåêòîðû, ïðå-
îáðàçîâàííûå ïî ïðàâèëó (6) ê áèòîâîìó
ïðåäñòàâëåíèþ, áóäåì òàêæå íàçûâàòü ðåäó-
öèðîâàííûìè êîäàìè êîìïîíåíòîâ ýëåìåíòà

êîëüöà f
S  è îáîçíà÷àòü <X>*, <Y>*, <Z>*.

Øèôò-ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôåðìà

Îïðåäåëåíèå 4.1. Îïåðàòîð ℑ, îïðåäå-
ëåííûé íà ìíîæåñòâå (k+1)-ìåðíûõ ðåäóöè-
ðîâàííûõ êîäîâ, òàêîé ÷òî

ℑ: <X>* = (X
k
, X

k-1
,…,X

1
, X

0
)* →

<ℑ X>* = (X
k-1

,…,X
1
, X

0
, -X

k
)*             (17)

áóäåì íàçûâàòü îïåðàòîðîì ëåâîãî ñäâèãà
Ôåðìà. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ îïåðàòîð
ïðàâîãî ñäâèãà Ôåðìà, ÿâëÿþùèéñÿ îáðàò-
íûì ê ℑ.

Ñëåäóþùèå äâà óòâåðæäåíèÿ, ñôîðìó-
ëèðîâàííûå êàê ëåììû, ïðèâîäÿòñÿ áåç äî-
êàçàòåëüñòâ.

Ëåììà 4.1. Äëÿ ëþáîãî (k+1)-ìåðíîãî
áèòîâîãî âåêòîðà X ïåðèîä ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè <ℑn X>* ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì ÷èñëà
2(k+1).

Îïðåäåëåíèå 4.2. Ïóñòü <X(n)>* åñòü N-
ïåðèîäè÷åñêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (k+1)-
ìåðíûõ ðåäóöèðîâàííûõ êîäîâ. Îïðåäåëèì
øèôò-ïðåîáðàçîâàíèå Ôåðìà ñîîòíîøåíèåì

,)()( *
1

0

* ><ℑ=>< ∑
−

=
nXmX

N

n

mn)

     (18)

ãäå m = 0,1,…, N-1.
Çàìå÷àíèå 4.1. Ïðè èíòåðïðåòàöèè ðå-

äóöèðîâàííûõ êîäîâ êàê áèòîâûõ ïðåäñòàâ-
ëåíèé ýëåìåíòîâ ïîëÿ êëàññîâ âû÷åòîâ ïî
ìîäóëþ f ïðîñòîãî ÷èñëà Ôåðìà ââåäåííîå
øèôò-ïðåîáðàçîâàíèå ñîâïàäàåò ñ Ò×Ï Ôåð-
ìà ïðè ω ≡ 2 (mod f ). Â ýòîì ñëó÷àå ïðè m ≠ k
(mod 2B) ðàâåíñòâî

.0 **
1

0

>><ℑ<ℑ= ∑
−

=

− E
T

n

mnmk
      (19)

ðàâíîñèëüíî î÷åâèäíîìó ðàâåíñòâó

∑
−

=

−≡
12

0

)( ).(mod20
B

n

kmn f          (20)

Ïðè m ≡ k (mod 2B) çíà÷åíèå ñóìì (19) è
(20) ðàâíû 2B (mod f). Â îáùåì ñëó÷àå øèôò-
ïðåîáðàçîâàíèé çíà÷åíèå ñóììû (19) îïðå-
äåëÿåòñÿ êîíêðåòíîé èíòåðïðåòàöèåé äåé-
ñòâèé íàä êîäàìè, ñâÿçàííîé ñ àðèôìåòè÷åñ-
êèìè îïåðàöèÿìè â àññîöèèðîâàííîì êîíå÷-
íîì êîëüöå.

Ëåììà 4.2. Ïóñòü <E >* = (0, 0,…, 0, 1),
T = 2B åñòü ïåðèîä ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

<ℑn E >*. Òîãäà äëÿ êîëåö K = r
S

q
S

p
S ,,

ïðè m ≠ k (mod 2B) ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøå-
íèå (19). Ïðè m ≡ k (mod 2B) çíà÷åíèå ñóììû
(19) ðàâíî 2B (mod p), (mod q), (mod r ), ñîîò-
âåòñòâåííî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ðàññìàòðèâàòü
ñîîòíîøåíèå (17) êàê ïðåîáðàçîâàíèå, èíäó-

öèðîâàííîå óìíîæåíèÿìè íà ýëåìåíòû ( )3 2 ,

( )3 2γ  è ( )3 2γ  ñîîòâåòñòâåííî, òî åäèíñòâåí-

íîé ïðè÷èíîé íàðóøåíèÿ ðàâåíñòâà (19) ìî-

æåò ñëóæèòü, íàïðèìåð, äëÿ êîëüöà p
S  íåî-

áðàòèìîñòü ýëåìåíòîâ

( ) ( ) 1212 33 −=−
τ−km  ïðè ñóììèðîâàíèè

÷ëåíîâ ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè. Ýòîãî íå

ïðîèñõîäèò, åñëè Normγγ 
( ) 





 −

τ
123

 åñòü

÷èñëî, âçàèìíî ïðîñòîå ñ f.
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Íî ïðè τ ≠ 0 (mod 3) èìååì

Normγγ ×

× ( ) ( ) ( ) ( ) .12 12121212 3333 −=




 −γ





 −γ





 −=





 − τττττ

Ïðè τ ≡ 0 (mod 3) èìååì

Normγγ ( ) ,1212

3

33






−=






 −

ττ

è ñóùåñòâîâàíèå íåòðèâèàëüíîãî îáùåãî äå-

ëèòåëÿ ÷èñåë Normγγ 
( ) 





 −γ

τ
123u

 íåâîç-

ìîæíî ïðè u =0, 1, 2 è τ > 3. Ïðè τ = 1, 2, 3

ýëåìåíòû ( ) 




 −γ

τ
123u

 ÿâëÿþòñÿ åäèíèöà-

ìè êîëüöà S è, ñëåäîâàòåëüíî, îáðàòèìû â
ñîîòâåòñòâóþùèõ ôàêòîð-êîëüöàõ.

Ëåììà 4.2 ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâàòü
�ïðàâîå� øèôò-ïðåîáðàçîâàíèå êàê îáðàòíîå
ïî îòíîøåíèþ ê �ëåâîìó� øèôò ïðåîáðàçî-
âàíèþ (18) è íàîáîðîò.

Âû÷èñëåíèå ñâåðòêè
Ðàññìîòðåííûå âûøå øèôò-ïðåîáðàçî-

âàíèÿ ïîçâîëÿþò âû÷èñëÿòü öèêëè÷åñêóþ
ñâåðòêó öåëî÷èñëåííûõ 2B-ïåðèîäè÷åñêèõ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé c ïîìîùüþ (B+1) �áè-
òîâûõ ïðîöåññîðîâ ïî îáû÷íîé ñïåêòðàëü-
íîé ñõåìå (ñì., íàïðèìåð, [16]). Îïóñêàÿ äå-
òàëè îïèñàíèÿ òàêîé ñõåìû, ñôîðìóëèðóåì
îêîí÷àòåëüíûé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà. Åñëè äëÿ ÷èñëà Ôåðìà (8) âû-
ïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (à)-(ñ),òî äëÿ âû÷èñëåíèÿ
öèêëè÷åñêîé ñâåðòêè äëèíû N = 2(3t + 1) äî-
ñòàòî÷íî âûïîëíåíèÿ:

1. äåâÿòè (øåñòè ëåâûõ è òðåõ îáðàòíûõ)
øèôò-ïðåîáðàçîâàíèé;

2.  âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâåäåíèé êîìïîíåí-
òîâ ñïåêòðîâ øèôò-ïðåîáðàçîâàíèé;

3. ðåêîíñòðóêöèè çíà÷åíèé ñâåðòêè ïî
êèòàéñêîé òåîðåìå îá îñòàòêàõ â ôîðìå (12).

Åñëè ÷èñëî Ôåðìà èìååò âèä

132,12 −==+= tBf rB

è îáëàäàåò ñâîéñòâàìè:

(d) ïðè âñåõ 1 < s < 3t -1 ÷èñëà f è 2s -1
âçàèìíî ïðîñòû;

(e) ýëåìåíò 2(3t -1) îáðàòèì â ôàêòîð-

êîëüöå )( f
Z ;

(f) ÷èñëî f íå äåëèòñÿ íà 3, òî åñòü f ≠ 0
(mod 3),
òî äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ðàçëîæåíèå ÷èñ-
ëà f íà ìíîæèòåëè â êîëüöå S öåëûõ ýëåìåí-
òîâ ïîëÿ ðàçëîæåíèÿ ïîëèíîìà ψ(z) = 2z3 + 1
íàä Q.

Â S äëÿ ÷èñëà f íàðÿäó ñ ïðåäñòàâëåíè-
åì â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ öåëûõ ðàöèîíàëüíûõ
÷èñåë âîçìîæíî ïðåäñòàâëåíèå â ôîðìå, àíà-
ëîãè÷íîé (9):

,1
2

121
2

121
2

12 333 


 +γ


 +γ


 += tttf

ãäå γ - ïðèìèòèâíûé êîðåíü òðåòüåé ñòåïåíè
èç åäèíèöû. Êàê è â ëåììå 3.1, äîêàçûâàåòñÿ
âçàèìíàÿ ïðîñòîòà ýëåìåíòîâ

.1
2

12,1
2

12,1
2

12 333 


 +γ


 +γ


 + ttt

Äîêàçàòåëüñòâà àíàëîãîâ ñîîòâåòñòâóþ-
ùèõ ëåìì è òåîðåìû òàêæå ñóùåñòâåííî íå
îòëè÷àþòñÿ îò ïðèâåäåííûõ âûøå.

Íåïîñðåäñòâåííàÿ ÷èñëåííàÿ ïðîâåðêà
ïîêàçûâàåò, ÷òî ÷èñëà Ôåðìà f

5
 , f

6
 , f

7
 óäîâ-

ëåòâîðÿþò óñëîâèÿì (a)-(c) èëè (d)-(f), ÷òî
ïîçâîëÿåò âû÷èñëÿòü ñâåðòêè äëèí 64, 128,
256 ñ ïîìîùüþ îïèñàííîãî ìåòîäà.

Çàêëþ÷åíèå
Âîçìîæíîñòè ðàññìîòðåííîãî ìåòîäà,

ïî ìíåíèþ àâòîðà, íå îãðàíè÷èâàþòñÿ çàäà-
÷åé «áåçîøèáî÷íîãî» âû÷èñëåíèÿ ñâåðòêè.
Ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïåðñïåêòèâíûì åãî èñïîëü-
çîâàíèå, íàïðèìåð, ïðè áûñòðîì ïàðàëëåëü-
íîì âîçâåäåíèè â ñòåïåíü â êîíå÷íûõ ïîëÿõ
(ìàññîâàÿ êðèïòîãðàôè÷åñêàÿ çàäà÷à), ïðè
ñæàòèè èíôîðìàöèè è ò.ï.

Â ýòîé ñâÿçè îñíîâíóþ òåõíè÷åñêóþ
òðóäíîñòü ïðè îáîáùåíèè íà ñëó÷àé èððàöè-
îíàëüíîñòåé âûñøèõ ïîðÿäêîâ ïðåäñòàâëÿåò
îòûñêàíèå ÿâíîãî âèäà âëîæåíèÿ êîëüöà âû-
÷åòîâ (mod f) â ïðÿìóþ ñóììó êîëåö (ëåììà 3.2).

Ýêñòðàïîëÿöèÿ ðåçóëüòàòîâ íà ñëó÷àé
ìîäóëåé p áîëåå îáùåãî âèäà p = bk ± 1 òàêæå
íå âûçûâàåò ïðèíöèïèàëüíûõ çàòðóäíåíèé.
Â [19] ïðèâåäåíû ðàçëîæåíèÿ ÷èñåë p íà ïðî-
ñòûå ìíîæèòåëè. Ïðàêòè÷åñêàÿ öåëåñîîáðàç-
íîñòü òàêîãî îáîáùåíèÿ îãðàíè÷èâàåòñÿ èñ-
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êëþ÷èòåëüíî âîçìîæíîñòÿìè âû÷èñëèòåëü-
íûõ ñðåäñòâ, îðèåíòèðîâàííûõ íà íåäâîè÷-
íîå ïðåäñòàâëåíèå èíôîðìàöèè [10].
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The method of fast algorithms of discrete transforms synthesis is considered. The algorithms synthesized
with this method are the algorithms of «error-free» calculations of integer-valued discrete convolutions.
The approach proposed in the paper is based on the following fact.  The factorization of the elements in
algebraic rings is can be performed in a number of ways. The choice of factorization is determined by the
way in which the modular calculations are organized.


