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Введение
Фигуры Хладни, получаемые при по-

мощи песка (или другого порошка), опи-
сывают узловые поверхности собственных
колебаний плоских пластинок и мембран
[1]. Если поместить частицу песка в какой-
нибудь точке, не расположенной на узле,
то при достаточно сильном поперечном ко-
лебании она будет двигаться (подпрыги-
вать и смещаться от первоначального по-
ложения). Движение частиц песка нерегу-
лярно, но, после ряда прыжков, частица
находит путь к узлу, как к единственному
месту, где она может остаться в покое.

Известно, однако, что очень тонкий
порошок, как, например ликоподий, ведёт
себя отлично от песка. Вместо того чтобы
собираться в узлах, он накапливается в ме-
стах максимального движения � в пучнос-
тях [2]. В [3] была выдвинута гипотеза, что
это явление может быть объяснено влия-
нием потоков воздуха, возникающих в ре-
зультате колебания. В вакууме любой по-
рошок всегда перемещается по направле-
нию к узлам колеблющейся поверхности.

В настоящей работе проведено экспе-
риментальное исследование фигур Хлад-
ни, образующихся на поверхности круглой
мембраны с нанесенным тонким слоем
воды. Дана теоретическая интерпретация
наблюдаемой трансформации песчаных
фигур.

Экспериментальное
исследование песчаных фигур
на поверхности мембраны
Схема объекта исследования пред-

ставлена на рис.1. Тонкая мембрана тол-
щиной 4107 −⋅ м служит дном массивной
металлической чаши. Для обеспечения
максимально жёсткой заделки мембраны
по краю, мембрана и стенки чаши конст-
руктивно выполнены единым элементом.
Массивные стенки выполнены с таким
расчётом, что при возбуждении собствен-
ных колебаний мембраны, амплитуда ко-
лебаний стенок чаши должна оставаться
нулевой.

Рассматриваемая чаша жестко крепи-
лась на металлическом столе интерферо-
метра. Возбуждение производилось пьезо-
керамическим вибратором, подключенным
к звуковому генератору. В первой серии эк-
спериментов на предварительно обезжи-
ренную мембрану насыпался мелкодис-
персный песок. При подходе к резонансу
мембраны песок начинал быстро переме-
щаться, концентрируясь в узловых лини-
ях. На рис.2а представлен характерный
вид расположения узловых линий (фигу-
ры Хладни) на поверхности мембраны при
различных резонансных частотах.

Во второй серии экспериментов с по-
мощью песка регистрировались колебания
мембраны с тонким слоем ( 310~ −

вh м)
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воды. На рис.2 б представлены песчаные
фигуры, наблюдаемые на поверхности
мембраны для трех значений резонансных
частот. С ростом частоты и амплитуды ре-
зонансных колебаний движение частиц к
пучностям мембраны становилось более
интенсивным. Очевидно, это явление ана-
логично, наблюдаемому в [2].

Потенциал радиационных сил,
действующих на микрочастицы
в жидком слое на поверхности
колеблющейся мембраны
Для объяснения трансформации фи-

гур Хладни в присутствии газо-жидко-
стной среды рассмотрим сначала другое
известное явление �движение частиц сус-
пензии в поле стоячей плоской волны. При
этом частицы одних суспензий собирались
в пучностях скорости, а других суспензий
� в узлах скорости [4, 5]. Движение этих
частиц связано с возникновением в сто-
ячей плоской волне постоянной (не зави-
сящей от времени) радиационной силы,
действующей на частицы суспензии.

Если размеры частицы λ<<a , где λ -
длина волны звука в жидкости, то радиа-
ционная сила имеет вид [4]
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h- расстояние центра частицы от узла ско-
рости, ,/,/ 0**0 cc== µρρδ  0ρ  и 0c - плот-

ность и скорость звука в жидкой среде, *ρ
и *c - плотность и скорость звука в мате-
риале частицы, E -плотность энергии сто-
ячих волн, λπ /2=k .

Удвоенная пространственная перио-
дичность радиационной силы в стоячей
волне (1) приводит к тому, что равновес-
ным положением может быть либо узел,
либо пучность, и маленькие частицы под
действием этой силы собираются либо в
узлах, либо в пучностях стоячей волны.
Как показывает анализ, при 0>Φ  (плот-
ность частиц больше плотности среды)
частицы собираются в пучностях скорос-
ти, при 0<Φ (плотность частиц меньше
плотности среды) � в узлах скорости [4].

Очевидно, наблюдаемая трансформа-
ция фигур Хладни в газо-жидкостных сре-
дах также обусловлена воздействием ра-
диационных сил. Выражение (1) справед-
ливо только для плоских волн. Для произ-
вольного акустического поля радиацион-
ные силы, действующие на маленькие ча-
стицы, могут быть определены через по-
тенциал UF −∇=

r , где потенциал U зави-
сит от усреднённых по времени квадрата
давления P и квадрата скорости среды в
падающей звуковой волне [6]:
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Таким образом, для объяснения транс-
формации фигур Хладни в жидком слое на
мембране необходимо найти вид потенци-
ала U. Для этого необходимо рассчитать
характеристики акустического поля, воз-
буждаемого мембраной в слое воды, то
есть распределение в этом слое давления
и скорости в цилиндрической системе ко-
ординат zr ,,θ .

Без  учёта  присоединённой  массы
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Рис.1. Схема объекта исследования
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Рис.2. Характерный вид фигур Хладни на поверхности колеблющейся мембраны:
а) без жидкости;  б) с тонким слоем жидкости

а) б)
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воды поперечное смещение круглой мем-
браны (её собственная мода) описывается
формулой [7]

)cos()(cos)(0 εωαθχξξ +−= tnrJ n ,   (3)

где 0ξ - амплитуда смещения, nJ -функция
Бесселя n порядка, cχω = -частота колеба-

ния, ρ/Tc = , T-натяжение мембраны,
ρ - поверхностная плотность материала
мембраны, εα ,  -константы.

Величина χ  определяется с помощью
граничного условия. Когда закреплённая
граница мембраны является окружностью
радиуса 0r , имеем

0)( 0 =rJn χ .                   (4)

Корни уравнения (4) определяют до-
пустимые значения χ , а следовательно, и
спектр собственных частот ω.

Система узлов, отображаемая фигура-
ми Хладни, согласно (3) может быть раз-
делена на две части: одну, состоящую из
m  концентрических окружностей, выра-
жаемых уравнением

0)( =rJn χ ,
и другую, состоящую из n диаметров, рас-
положенных равномерно вокруг центра,

n
s

2
)12( παθ ++= ,

где s целое число.
В частности, фигуры Хладни, приве-

денные на рис. 2 соответствуют собствен-
ным модам с 1,3 == mn  и 2,1 == mn

Определим теперь с помощью (3) и
уравнений гидродинамики [8] акустичес-
кое поле мембраны вблизи поверхности
пластинки ( 0=z ). Имеем

)sin()(cos)(0 εωαθχωξξ +−−=
∂
∂= tnrJ

t
V n ,

(5)
)cos()(cos)(0 εωαθχωξ +−Ζ−= tnrJP n ,

(6)
где Ζ - акустический импеданс, равный (в
приближении бесконечной пластины) [9]
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В условиях эксперимента скорость
звука в жидкости 0c  превышает величину
c, 1<δ (плотность песка больше плотнос-
ти воды), 1>µ (скорость звука в песке
больше скорости звука в воде), поэтому
выражение в квадратных скобках положи-
тельно. В результате пучности движения
мембраны соответствуют минимумам по-
тенциала радиационных сил. В этих облас-
тях на частицы песка не действуют радиа-
ционные силы, причем положение покоя
частиц устойчиво (механическая аналогия:
частица на дне ямы). В узловых областях
радиационные силы также равны нулю. Но
эти области не устойчивы, так как соответ-
ствуют максимуму потенциала (механичес-
кая аналогия: частица на вершине холма).
Радиационные силы приводят к движению
частиц песка к областям максимального
движения мембраны и препятствуют их
стряхиванию в узловые области.

Заключение
Таким образом, наблюдаемая дефор-

мация фигур Хладни может быть связана
с воздействием на частицы песка радиаци-
онных сил, возникающих в акустическом
поле, создаваемом колеблющейся мембра-
ной в жидкости. Эти силы противодейству-
ют движению частиц к узлам. Амплитуда
радиационных сил растёт пропорциональ-
но квадрату амплитуды колебаний мемб-
раны, что приводит к наблюдаемому на эк-
сперименте ускорению движения частиц к
пучностям колебаний мембраны.

Проведённый эксперимент свидетель-
ствует также об инерционности установ-
ления поля радиационных сил (сначала на-
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блюдалось движение к узловым линиям,
только затем � к пучностям). Выявление
причин этой инерционности представляет
интерес для дальнейших исследований.
Важным моментом является также полу-
чение выявленного эффекта непосред-
ственно в воздухе.
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Present the experimental research of physical effect of transformation of Chladni figures on a membrane
under water layer. Discovered, that the grains of sand concentrate  not only in place with minimum
amplitude oscillating, but also concentrate in place maximum amplitude oscillating too. For description
this effect is obtained equation for a potential of radiative forces acting on a grain of sand in an acoustic
field of an oscillating membrane .


