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Введение
Аксикон [1] используют в оптике для

создания узкого “бездифракционного” пучка
[2, 3] или совместно со сферической линзой
– для формирования узкого кольцевого рас-
пределения интенсивности света [4, 5]. Ис-
пользовать аксикон для формирования изоб-
ражений прямолинейных объектов для под-
счета треков частиц в ядерных фотоэмульси-
ях было предложено в [6]. Раздел оптики, в
котором изучаются изображающие оптичес-
кие системы с кольцевым импульсным откли-
ком, называется мезооптикой [7]. Базовая
оптическая схема мезооптики – это Фурье-
коррелятор, в пространственно-частотной
плоскости которого расположен аксикон.
Комплексные амплитуды света на входе и
выходе Фурье-окррелятора с аксиконом свя-
заны преобразованием мезооптики (ПМ), ко-
торое будет приведено ниже.

С другой стороны, известное преобра-
зование Радона (ПР) широко применяется в
обработке изображений, томографии, геоде-
зии, медицине [8, 9, 10]. Преобразование Ра-
дона ставит в соответствие функции двух
переменных средние значения этой функции
на всевозможных прямых линиях, лежащих
в плоскости. ПР не является сверткой и не

может быть оптически выполнено с помо-
щью Фурье-коррелятора, а выполняется с по-
мощью сферической линзы и голограммы
[11] или дифракционного оптического эле-
мента [12, 13]. Известны формулы обраще-
ния для ПР [9], с помощью которых можно
восстановить саму функцию по ее преобра-
зованию Радона.

В [14] введено некоторое обобщение
преобразования Радона – усреднение по сфе-
рам. Усреднение по сферам используется в
радарах с синтезированной апертурой (SAR)
и в аккустической навигации (SONAR – sound
navigation and ranging). Для сферического
преобразования Радона также известны фор-
мулы обращения [15, 16]. Связь между усред-
нением по сферам и обычным преобразова-
нием Радона установлена в [17]. Для двумер-
ного случая в [18, 19] получены формулы
обращения усреднения по кривым, лежащим
в плоскости, а в [20, 21] приведены теоремы
о взаимно-однозначном соответствии между
функцией двух переменных и всеми интег-
ралами по окружностям, лежащими в плос-
кости. То есть в [20, 21] введено в рассмотре-
ние кольцевое преобразование Радона (КПР).
Заметим, что КПР можно определить разны-
ми способами, потому что усреднение по
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всем окружностям в плоскости является пе-
реопределенным, так как набор всех окруж-
ностей имеет размерность три, что больше
размерности двумерного пространства. В [17]
рассматривается кольцевое преобразование
Радона как усреднение по всем окружностям,
имеющим одну общую точку в центре коор-
динат, а в [21] КПР определено как среднее
по окружностям разного радиуса, центры
которых лежат на некоторой фиксированной
окружности с центром в начале координат.

В данной работе рассматривается КПР
как среднее по всем окружностям фиксиро-
ванного радиуса на плоскости. В этом слу-
чае КПР можно представить как свертку с  -
функцией и оптически можно реализовать с
помощью Фурье-коррелятора, в частотной
плоскости которого расположен простран-
ственный фильтр, пропускание которого про-
порционально функции Бесселя нулевого
порядка. В работе показано, что для однознач-
ного восстановления функции двух перемен-
ных должны быть известны функции усред-
нения по всем окружностям, имеющим два
разных радиуса. Другими словами, получена
формула, с помощью которой можно восста-
новить функцию на входе Фурье-коррелято-
ра, если известны функции на выходе Фурье-
коррелятора при использовании двух про-
странственных фильтров, функции пропус-
кания которых пропорциональны функции
Бесселя нулевого порядка разных масштабов.
В работе приведено сравнение преобразова-
ния мезооптики и КПР. Оба эти преобразо-
вания выполняются с помощью Фурье-кор-
релятора с кольцевым импульсным откликом.
Отличие заключается в том, что используют-
ся разные пространственные фильтры: для
ПМ – аксикон, для КПР – амплитудный
фильтр, функция пропускания которого про-
порциональна функции Бесселя нулевого
порядка.

Кольцевое преобразование
Радона
Преобразование Радона с усреднением

по всем окружностям в плоскости является
переопределенным, так как набор всех ок-
ружностей имеет размерность три, что боль-
ше размерности двумерного пространства

(плоскости). В [17] рассматривается опреде-
ление КПР как усреднение по всем окружно-
стям, имеющим одну общую точку:
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где  ,rf  - функция двух переменных в по-
лярных  ,r  координатах, t  - диаметр окруж-ж-
ности, проходящей через центр системы ко-
ординат; центр самой окружности лежит на
луче под углом   к оси x  и на расстоянии

2
t  от центра системы координат (см. рис. 1).

В [21] дано другое определение КПР,
согласно которому суммирование (усредне-
ние) значений функции проводят по всем
окружностям, центры которых лежат на ок-
ружности с радиусом t  и центром в начале
координат:
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где r  - радиус окружности, по которой про-
водится интегрирование и центр которой ле-
жит на окружности с радиусом t  на луче, со-
ставляющем угол   с осью x  (см. рис. 2).

В данной работе рассмотрено другое
определение КПР, как усреднение по
всем окружностям с фиксированным ра-

Рис. 1. Определение КПР согласно [17]
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диусом  :

 γR r,θ  
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где  ,r  - полярные координаты центра ок-
ружности с радиусом   (см. рис. 3).

Уравнение (3) для КПР можно перепи-
сать в виде, похожем на обычное преобразо-
вание Радона с использованием обобщенной
 -функции Дирака:
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где   ,  – декартовы координаты центра ок-
ружности радиуса  . В правой части уравне-
ния (4) имеется свертка двух функций, что
позволяет представить КПР в виде обратно-
го преобразования Фурье:
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где

 yxF , =      
2

exp,
R

ddyxif  , (6)

 xJ0  - функция Бесселя нулевого порядкаа
первого рода. Из уравнения (5) видно, что
КПР можно оптически реализовать с помо-
щью Фурье-коррелятора с пространственным
фильтром, функция пропускания которого
равна (см. рис. 4):

 ξ,ηγH = 0
2 22  J γ    

 
.         (7)

Из уравнения (5) для Фурье-образа КПР
следует простое соотношение:

Рис. 2. Определение КПР согласно [21]

Рис. 3.  Определение КПР, принятое в данной работе

Рис. 4.  Оптическая схема Фурье-коррелятора с
пространственным фильтром (7) для выполнения КПР:

f  - фокусное расстояние сферических линз
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На основе уравнения (8) можно получить
формулу обращения КПР, применяя (8) дваж-
ды при разных значениях параметра    и
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где 2 2    .

В знаменателе выражения (11) может
быть нуль при условии, что krx    и lrx   ,
где kr  и lr  -  нули функции Бесселя:

 krJ0 =  lrJ0 =0. С учетом асимптотическойой
формулы для нулей функции Бесселя нуле-

вого порядка   4
1 krk  получим прибли-

женное условие для неравенства нулю зна-
менателя в уравнении (11):
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Если на практике КПР регистрируется с
ошибками или в присутствии аддитивного
шума, то для повышения устойчивости вос-
становления функции  yxf ,  по   ,R  сле-
дует использовать обобщение формулы об-
ращения (11) на случай многих значений  .
Если   - непрерывная величина из отрезкаа
 ba, , то вместо (11) можно получить следую-
щую формулу обращения:
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Заметим, что знаменатель в (13) отличен
от нуля при любых   и  .

Оптически реализовать с помощью Фу-
рье-коррелятора КПР для разных параметров

n , Nn ,1  можно с помощью пространствен-
ного фильтра с функцией пропускания:

 ξ,ηNH = 0
1

2 2N

n n
n

C J γ  


  
 

 ,      (14)

где nC  - комплексные константы, подборомм
которых можно получить функцию (14) толь-

ко фазовой:   constH N  ,  [22].
Если функция на входе коррелятора

 yxf ,  определена в круге радиусаа

RyxR  22 : , то при выборе Rnn 21    на
выходе коррелятора КПР-образы для разных
параметров n  будут пространственно разде-
лены. При условии R  КПР-образ функции
 yxf ,  будет определен в кольце:

RR   22 .

Преобразование мезооптики
Преобразование мезооптики (ПМ) [7]

выполняется с помощью Фурье-коррелятора
(см. рис. 4), в котором в качестве простран-
ственного фильтра используется аксикон с
функцией пропускания:

 ξ,ηH =  22 exp   i ,       (15)
где   - параметр аксикона, который связан с
углом   при вершине конуса с показателем
преломления n  и с длиной волны света 
соотношением:

 =
 

2  tg
12


 n

.                      (16)

Связь между функцией  yxf ,  на входе
и функцией   ,M  на выходе Фурье-корре-
лятора с аксиконом будем называть ПМ [23]:
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Уравнение (17) получено в [23] на осно-
ве того, что обратное Фурье-преобразование
от функции пропускания аксикона (15) име-
ет вид:
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Из свертки (17) и из уравнения (18) сле-
дует простая связь между Фурье-образами
входной  yxf ,  и выходной   ,M  функци-
ями:

  ,M̂ =    22exp,   iF ,    (19)

где   ,F  - определена уравнением (6), а
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Из уравнения (19) следует формула об-
ращения ПМ:
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которая верна при любом параметре  . Вме-
сто уравнения (21) формулу обращения для
ПМ можно записать в виде свертки:

 yxf , =
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2 2 22

,
    

2 - x-R

M
d d

y

  
 

      

 . (22)

Сравнивая уравнения (17) и (22), можно
заключить, что имеет место прямое и обрат-
ное ПМ, которое представляет собой сверт-

ку с функцией (18):

  ,M =      
2

22
R

 dx dy ξ-x,η-y hx,yfπ ,(23)

 yxf , =     
2R

  d dηξ,yx h,M  . (24)

Восстановление изображения
на входе по изображению с шумом
на выходе Фурье-коррелятора
Рассмотрим фурье-коррелятор с фильт-

ром   ,H . Функции на входе  yxf ,  и вы-
ходе  yxg ,  коррелятора связаны следующим
соотношением:

  fHg  1 ,                     (25)

где   и 1  - прямое и обратное Фурье-пре-
образование.

Если существует точка   , , такая чтоо

  0, H , т.е. фильтр часть света не про-
пускает, то точное восстановление входной
функции по ее образу невозможно. Однако,
такое восстановление может быть выполне-
но в ряде случаев при использовании не-
скольких фильтров.

Пусть используется K  фурье-коррелято-
ров с фильтрами   ,1H ,...,   ,KH . Обо-
значим функции на выходе корреляторов че-
рез  yxg ,1 ,...,  yxg K , . Выполняя преоб-
разования Фурье для выходных функций,
получим соотношения:

 fHG kk  , Kk ,1 ,                (26)
где 1G ... KG  - фурье-образы выходных функ-
ций 1g ,..., Kg .

Из (26) следует, что
 fHHHG kkkk  ** , Kk ,1 .         (27)

Тогда, суммируя уравнения в (27), полу-
чим, что восстановление входной функции
можеть быть выполнено по следующей фор-
муле:
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f .         (28)

При этом необходимым условием явля-
ется неравенство нулю знаменателя выраже-
ния (28). Для этого достаточно, чтобы все
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фильтры не имели общих нулей.
Пусть вместо выходных функций

1g ,..., Kg  имеются искаженные функции

111 ngg  ,..., KKK ngg  , где 1n ,..., Kn  -
различные реализации аддитивного шума.
Тогда восстановленная входная функция бу-
дет также искажена:
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f = ff  , (29)

где 1N ,..., KN  - фурье-образы шумов 1n ,..., Kn .
Пусть искажения выходных функций

представляют аддитивный гауссовский шум,
т.е.  11 ,0~ Nn ,...,  KK Nn ,0~ . Тогда в
соответствии с (29) дисперсия искажения
восстановленной функции будет иметь сле-
дующий вид:

fD =  
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где M M  - число отсчетов изображения
 yxf , .

В выражении (30) предполагалось, что

  

   
1 1

0 0

,

2, exp
M M

m n

f p q

f m n i mp nq
M
 

 

 

     
 ,  (31)

  

   

1

1 1

2
0 0

,

1 2, exp
M M

m n

f p q

f m n i mp nq
M M





 

 

 

     
 .  (32)

Т.е. дисперсии входных и выходных ста-
ционарных сигналов при выполнении преоб-
разования Фурье связаны следующими соот-
ношениями:

  qpfD , = DfM 2 ,             (33)

  qpfD ,1 = Df
M 2

1
.              (34)

Если искажающие шумы 1n ,..., Kn  обла-
дают одинаковой дисперсией, т.е.

  K...1 , то выражение (30) примет
следующий вид:
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Из выражения (35) следуют выводы:
– для реализуемых фильтров (т.е.
  1,0  nmH ) искажение восстановленной

функции будет минимальным, когда
    1,, * nmHnmH , т.е. фильтры должны

быть фазовыми, при этом выбор фазового
фильтра не влияет на величину ошибки вос-
становления;

– при добавлении любого фильтра к на-
бору уже используемых дисперсия искажения
убывает;

– дисперсия искажения восстановлен-
ной функции прямо пропорциональна дис-
персии искажений функций, получаемых на
выходе Фурье-коррелятора.

Численные результаты
Моделирование всех рассмотренных

преобразований осуществлялось с помощью
вычисления двух дискретных преобразова-
ний Фурье (прямого и обратного) и умноже-
ния на функцию пропускания фильтра:

     x,yfHy,xF  1 .       (36)
В дискретном варианте преобразование

Фурье вычисляется в виде двойной суммы
(31), (32), а функция пропускания имела сле-
дующий вид (рис. 5):

– для кольцевого преобразования Радона:

    







22

0 22
NnNmνγJH mn ;  (37)

– для мезооптического преобразования:
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22

22exp NnNmiH mn  ; (38)

– для фазового (бинарного) кольцевого
преобразования Радона:

    




 
22

0 22sgn NnNmνγJH mn ; (39)

где ν  - разрешение в частотной плоскости.
На рис. 6 показан импульсный отклик

каждого преобразования.
Исследования проводились на тестовом

изображении (512x512) прямоугольника раз-
мером 128x128 отсчетов. На выходе Фурье-
коррелатора были получены следующие
изображения (рис. 7).

   
(a) (b) (c) 

 
Рис. 5.  Функции пропускания фильтров при 10 : реальная часть аксикона (a),

модуль функции Бесселя (b), бинарная функция Бесселя (c)

Рис. 6. Модули Фурье-образов пространственных фильтров при 40   для: аксикона (a),
функции Бесселя (b), фазовой функции Бесселя (c)

  
(a) (b) (c) 

 

Рис. 7.  Результаты преобразований при 40   (модуль амплитуды на выходе Фурье-коррелятора):
КПР (a), МП (b), фазовое КПР (c)

   
(a)  (b)  (c) 
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При отсутствии шумов исходное изоб-
ражение легко восстановить, применяя фор-
мулу для обратного распространения света,
следующую из (36):

    



   y,xF

H
x,yf 11 .           (40)

Проведенные эксперименты показали,
что средний квадрат ошибки в этом случае
имеет порядок 610 .

Далее была исследована возможность
восстановления при наличии искажений фун-
кций на выходе Фурье-коррелятора. Для ис-
кажения использовался аддитивный белый
шум с СКО 0.05 и 0.10 (5% и 10%).

При восстановлении исходной функции
последовательно использовалось от 1 до 7
изображений, полученных на выходе Фурье-
коррелятора. Профили квадрата модуля амп-
литуды для восстанавливаемого прямоуголь-
ника показаны на рис. 8, 9 и 10.

Из рис. 8 - 10 можно сделать следующие
выводы.

При увеличении числа выходных изоб-
ражений ошибка восстановления уменьшает-
ся обратно пропорционально их числу, как
следует из уравнения (35). Графики зависи-
мостей среднего квадрата ошибки восстанов-
ления от количества используемых выходных
изображений приведены на рис. 11.

При использовании амплитудных филь-
тров ошибка восстановления на два порядка
больше.

Кроме того, эксперименты показали, что
дисперсия искажения восстановленной фун-
кции прямо пропорциональна дисперсии ис-
кажений функций, на выходе Фурье-корреля-
тора (см. рис. 11), что соответствует уравне-
нию (35).

Заключение
В работе получены следующие резуль-

таты.
Рассмотрено кольцевое преобразование

Радона как среднее по всем окружностям
фиксированного радиуса на плоскости.

   
(a) 10  (a) 10  (a) 10  

   
(b) 40,35,30,25,20,15,10  (b) 40,35,30,25,20,15,10  (b) 40,35,30,25,20,15,10  

 Рис. 8.  Профили интенсивности
для восстанавливаемого

прямоугольника
(по данным ПМ)

Рис. 9.  Профили интенсивности
для восстанавливаемого

прямоугольника
(по данным КПР)

Рис. 10.  Профили интенсивности
для восстанавливаемого

прямоугольника (по данным
бинарного (фазового) КПР
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Показано, что для однозначного восста-
новления функции двух переменных долж-
ны быть известны функции усреднения по
окружностям, имеющим, как минимум, два
разных радиуса.

Для преобразования мезооптики показа-
но, что прямое и обратное преобразования
отличаются только константой.

Получена формула, связывающая дис-
персии искажений выходных функций и вос-
становленной входной функции Фурье-кор-
релятора.

Численное моделирование показало, что
ошибка восстановления изображения на вхо-
де Фурье-коррелятора по данным изображе-
ниям с шумом на выходе с использованием

амплитудного фильтра (КПР) на два порядка
больше, чем с использованием фазовых филь-
тров (ПМ).

Численное моделирование также пока-
зало, что ошибка восстановления для любых
типов пространственных фильтров пропор-
циональна дисперсии шума на выходе Фурье-
коррелятора и обратно пропорциональна чис-
лу используемых для восстановления фильт-
ров, это также следует из уравнения (35).
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