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Пусть имеет место стандартная задача
несмещенного оценивания регрессионных
функций; наблюдаемые величины iy

),1( ni   представляется в виде

)(),( 0 iaxuy ii  , где ),( 0axu i  - функция,

вид которой известен, pa 0dim , )(i  - не-
зависимые случайные величины, удовлетво-
ряющие условиям 0))((  iM ,

22 ))(( iiM  , ( M  – оператор математичес-с-
кого ожидания).

Требуется определить состоятельные
оценки )(ˆ na , не зная априорно закона рас-
пределения шума

 )),((),())(( 00 axuyfayfif iiiii i
  .

В условиях априорной неопределенно-
сти существуют методы состоятельного оце-
нивания (метод эмпирического риска, М-
оценка и т.д.), однако очевидно, что эффек-
тивность этих оценок в общем случае далека
от эффективности оценки максимального
правдоподобия. В связи с этим возникает сле-
дующая задача: создание методов и алгорит-
мов определения таких состоятельных несме-
щенных оценок на основе множества оценок
(линейно-комбинированных оценок), эффек-
тивность которых в широком смысле была бы
в принципе достаточно близка к эффектив-
ности оценок максимального правдоподобия.
Наиболее просто вопрос получения множе-
ства состоятельных оценок, из которых мо-

жет быть сконструирована достаточно эффек-
тивная оценка, решается, если воспользоваться
методом эмпирического риска, когда эмпиричес-
кий функционал конструируется на основе не-
которых законов распределения, и тогда указан-
ный метод можно трактовать как непосредствен-
ное расширение метода максимального правдо-
подобия на случай априорной неопределеннос-
ти при модификации некоторых его условий (та-
кие оценки названы квазиправдоподобными),
что позволяет получить более конструктивные
условия состоятельности и асимптотической
нормальности оценок, причем, этот метод рас-
пространен на случай неоднородных наблюде-
ний, а также на задачу оценивания параметров
линейных разностных уравнений при наличии
помех в выходных переменных.

Отдельные вопросы состоятельности ква-
зиправдоподобных оценок и теории линейно-
комбинированных оценок рассмотрены в [1] и
[2]. Предлагаемая статья дает возможность рас-
смотреть вопросы эффективности оценивания
параметров нелинейных моделей в целом.

Пусть эксперименты  )()()( ,, n
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n FAx  по-
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nyyY ),...,( 1  со

значениями в  uAx,  и распределениями

 aF , пусть семейство )(nF  доминируетсяся
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Определение 1. Функцией квазиправдо-
подобия параметров a , отвечающей
 )()()( ,, n

a
n

u
n FAx  и Y , называется неотрица-

тельная вещественная функция

),(),( )()( aYfaY T
n

T
n  , Aa ,

где

 )),(),...,,((),( 11
)(
,...,1

axuyaxuyaY nn
nT

n n
  .

Оценкой максимального квазиправдопо-
добия (МКП) 0a  для заданной функции ква-

зиправдоподобия ),()( aY T
n  по наблюдени-

ям Y  называется ),(ˆ na , определяемая из

),(sup)),(ˆ,( )(~)( aYnaY T
n

Aa

T
n 


.

В частности, если

),(),( )()( aYfaY T
n

T
n  ,

то оценка будет правдоподобной.

Оценку, при которой функция ),()( aY T
n

принимает абсолютно наибольшее значение
на A~ , назовем оценкой МКП в строгом смыс-

ле. Пусть функция ),( ayii  имеет частные

производные по всем аргументам )( ja
( pj ,1 ), тогда функция

 
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
n

i
ii

T
n ayaY

1
)( ),(ln),(ln

(в случае независимых случайных величин

iy ) также имеет частные производные. Если

для некоторого Aa ~
  эта функция достигает

максимума, то в этой точке
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.              (1)

Система уравнений (1) называется сис-
темой уравнения МКП. Ясно, что всякая оцен-
ка МКП в строгом смысле удовлетворяет си-
стеме уравнений МКП, поэтому любой корень
системы уравнений (1), лежащий в A~ , назы-
вается оценкой МКП в широком смысле. Из
нижеизложенного следует, что оценка МКП,
как в строгом смысле, так и в широком смыс-
ле не единственна, причем оценка МКП в
широком смысле не обязательно тождествен-

на оценке МКП в строгом смысле. В даль-
нейшем будем предполагать, что для всех n ,
за исключением конечного числа значений,
существует самое большее одна оценка МКП.

Рассмотрим доказательство состоятельнос-
ти квазиправдоподобных оценок в условиях не-
зависимых неоднородных наблюдений, причем
докажем состоятельность оценок максимально-
го квазиправдоподобия в строгом смысле.

Известная ограниченность доказатель-
ства состоятельности, основанного на “ло-
кальных” суждениях, не связанных с поняти-
ем точной верхней грани функции МКП зак-
лючается в том, что, во-первых, имеет место
требование единственности корня, во-вторых,
требуется выполнение довольно жестких ог-
раничений на поведение функции квазиправ-
доподобия (существование производных и
т.д.), поэтому далее рассмотрено доказатель-
ство состоятельности оценок МКП, не требу-
ющее существования производных и основан-
ное на понятии точной верхней грани.

Введем следующие обозначения: )(aS r

- замкнутый шар в A  с центром в точке a  и
радиусом r ;

),(sup),,(
)(

* ayray ii
aSa

ii
r




,

),(sup),(** ayy ii
a

ii 
 , 0 ;



 


случае противномв ,1

1),,(),,,(
),,(

**
* rayray

ray iiii
ii .

Утверждение 1. Пусть выполняются
следующие условия:

10. При каждом TY  функция ),()( aY T
n

непрерывна относительно a  в A  ( A  - замк-
нутое множество).

20. Вектора ix  - неслучайные.
30. Для каждого малого 0r  выполняются

 ),,(log * rayM ii  - конечно   (2)

и  



n

i
ii rayM

n 1

* ),,(log1
 сходится к

 



n

i
iin

rayM
n 1

* ),,(log1lim  равномерно отно-

сительно r .
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40. Для каждого Aa 0  существует

 



n

i
iin

M
n 1

)(log1lim .

50. Для всех Y  и каждого Aa 0 , 0aa 

 



n

i
iin

ayM
n 1

),(log1lim

 



n

i
iin

M
n 1

)(log1lim ;

 



n

i
iin

yM
n 1

** ),(log1limlim .

60. При каждом Aa  и r ,   для дис-

персии величины ),,(log * rayii , )(log ii  ,

),(log **  ii y  выполняются условия теоремы
Маркова [3, с.209].

Тогда для любого замкнутого множества

AA '  и '0 Aa   и любого о 0 , 0  име-
ет место

















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),(

),(sup
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0 aY

aY
q T

n

T
n

Aa
a ,

если ),(  nn , где 
0aq  - значение вероятности.

Доказательство утверждения 1. Из
предположения 10 следует, что

),(log),,(loglim **

0
ayray iiiir




;    (3)



 
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случае. противномв ,1

;1),(если),,(
),(* ayay

ay iiii
ii

Так как ),,(log * rayii  – невозрастающая
функция r , тогда из (2) и (3) [4, с.202]

   ),(log),,(loglim **

0
ayMrayM iiiir




.
Аналогично доказательство и для случая


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,1),(если),,(

случае; противномв ,1
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ayay
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тогда

   ),(log),,(loglim **

0
ayMrayM iiiir




.  (4)
Из п. 30 следует возможность почленно-

го перехода к пределу [5] и, воспользовав-

шись (4), получаем

 


n
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iinr

rayM
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),,(log1limlim
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i
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),(log1lim .                  (5)

Далее выберем 0  так, чтобы

 
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** ),(log1lim
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),(log1lim .                   (6)

Существование такого вытекает из 50.
Обозначим через ''' AA   множество, состо-
ящее из всех точек a  из 'A , для которых вы-

полняется неравенство 0a , тогда в со-
ответствии с (5), (6) для каждой точки ''Aa
поставим в соответствие значение ar , чтоо

         
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Множество ''A  – компактно, поэтому [6,

с.193] в ''A  найдется конечное число точек

1a , …, a , что о 



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k
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ka . Очевидно,

что для каждого TY  имеем
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Следовательно, достаточно доказать, что
для любых ' , ' , '' , ''
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),','( kann  ,  ,1k ;

''1''
),(

),(

0)(

1
0

**

0


























aY

y
q T

n

n

i
ii

a ,  (8’’)

),'',''( 0 nn , так как   не зависит от т n .
Из условия теоремы и теоремы Слуцко-

го [7, с.282] следует, что
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Однако по условиям (6), (7) эти величи-
ны отрицательны, поэтому
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что доказывает (8’) и (8’’).

Аналогично доказывается неравенство
для любых  ,1k . Так как   не зависит отт

n , то можно найти такое ),( 11
* n , что од-д-

новременно выполняются все неравенства, из
чего следует доказательство теоремы.

Следствие 1. Пусть выполняются все
предположения теоремы и пусть для каждо-
го 1n  определена на )(n  измеримая функ-

ция ),(ˆ na  такая, что для всех )(nTY   вы-
полняется равенство

)),(ˆ,(),(sup )()( 


naYaY T
n

T
n

Aa
.

Тогда  ),(ˆ na  – состоятельная последо-

вательность оценивающих функций для Aa .
Доказательство следствия 1. По опре-

делению ),(ˆ na
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для всех n  и всех 1y , …, ny . Предположим,

что  ),(ˆ na  несостоятельная последователь-
ность, тогда можно выбрать последователь-
ность целых чисел ...0 21  nn  и указать

два положительных числа 0 , 0 , таких, чтоо

  000 1,(ˆ
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всех точках 
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для неограниченно больших in . Так как мно-

жество  00:  aaaA  – замкнуто, тоо

по утверждению 1 множества )( in  должны

иметь произвольную малую 
0aq  меру, если in

достаточно велико, то это приводит к проти-
воречию и доказательству утверждения. Тог-
да  ),(ˆ na  – состоятельная последователь-

ность оценивающих функций для Aa .
Пусть имеется возможность получить

последовательность состоятельных оценок с
разной асимптотической эффективностью, а
для сравнения эффективности этих оценок с
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эффективностью оценок максимального
правдоподобия необходимо знать дисперси-
онные матрицы (хотя бы при n ).

Как известно, оценки максимального
правдоподобия при определенных условиях
регулярности [7] являются асимптотически
эффективными оценками, поэтому, опреде-
лив условия асимптотической нормальности
оценки МКП, можно сравнить их эффектив-
ность с эффективностью оценки максималь-
ного правдоподобия.

Утверждение 2. Пусть выполняются
следующие условия.

10. Все условия состоятельности (утвер-
ждение 1).

20. При всех Aa  и любых n  существу-у-

ют и единственны при 0aa   первые и вто-

рые производные ),(ln ayii  и соответствен-
но матрицы
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pmj ,1,  , nW  - положительно определенная
матрица.

30. Для любых Aa  существует момент
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(условие Ляпунова), где   – любое положи-
тельное число, тогда оценка МКП является

асимптотически несмещенной и асимптоти-
чески нормальной с ковариационной матри-
цей (при n )
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Доказательство утверждения 2. Пусть
для всех Aa  и каждого iy  существует по-
ложительная дважды дифференцируемая
функция )(ag  и такая функция )( iyu , чтоо
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Подставим ),(ˆ na  в (9) и приравняем к 0:
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)),(ˆ()),(ˆ( 00 anaana T  ,
откуда
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Как уже было показано выше,
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Таким образом, знаменатель выражения
(10) сходится к некоторой постоянной мат-
рице ),()( 00 aYJag T .

Исследуем числитель выражения (10):
при выполнении условий Ляпунова случай-

ный вектор   
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
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ii
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ayW
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2
1 ),(ln

 асимпто-

тически нормален с нулевым математическим
ожиданием и ковариационной матрицей в

форме единичной матрицы, откуда
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),(ln
 имеет нормальный закон рас-

пределения с нулевым математическим ожи-
данием и дисперсионной матрицей nW , далее,
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n 1

),(ln1
 – нормальный закон распре-

деления с дисперсионной матрицей 2n
Wn .

Таким образом, числитель выражения
(10) распределен по p -нормальному закону
с нулевым математическим ожиданием и дис-

персионной матрицей 2n
Wn , откуда [7, с.281],

получаем, что распределение величины (10)
– p -нормальное с нулевым математическим
ожиданием и дисперсионной матрицей
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Если же оценка правдоподобная, то эта
матрица равна (при n ) )( 0

1 aWn
  (при

условии регулярности в смысле вторых час-
тных производных по a  для каждого “ i ”).

Пусть имеется возможность получить
последовательность состоятельных оценок с
разной асимптотической эффективностью,
при этом возникает задача повышения эффек-
тивности оценок путем комбинации их.

Определение 2. Любая линейная комби-
нация конечного числа квазиправдоподобных
оценок ),(ˆ )(lna   ( kl ,1 ) относительно раз-

ных функций квазиправдоподобия )(l  с оп-
ределенными весами называется линейно-
комбинированной квазиправдоподобной k .

Покажем, что определенных условиях,
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накладываемых на веса линейно-комбиниро-
ванной оценки, имеет место следующее не-
равенство: 001 leffleff aa kk   , причем,

если в последовательности  ),(ˆ )(lna   имеет

место ),(ˆ),(ˆ )( fnana l   ( ),( ayf i  – законон
распределения помех наблюдений), то

fk  (под значением 01leff ak  понима-а-
ется отношение значений обобщенной дис-
персии оценки максимального правдоподо-
бия и исследуемой оценки).

Для последовательности квазиправдопо-
добных оценок имеет место утверждение 3.

Утверждение 3. Пусть имеет место
последовательность состоятельных, асим-
птотически несмещенных оценок ),(ˆ )1(na

… ),(ˆ )(kna  , при всех Aa  имеет местоо
равенство
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),(ln
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и выполняется условие дифференцирования
по параметру a  под знаком интеграла (в час-
тном случае, когда i

l
i f )(  имеет место ус-

ловие регулярности в смысле вторых произ-
водных по a), то линейно-комбинированная
оценка
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будет состоятельной, асимптотически несме-
щенной с асимптотической эффективностью

001 leffleff aa kk   , причем, если име-
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- ковариационная матрица квазиправдопо-
добных оценок ),(ˆ )(lna   (положительно оп-

ределенная, невырожденная, pkpk  ), поря-
док матрицы: 1:1 k ; 1:0 k ;

1:),(ˆ )(  kna l
j .

Следствие утверждения 3. Ковариаци-
онная матрица линейно-комбинированных
оценок вычисляется по формуле
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Доказательство основных свойств полу-
ченных линейно-комбинированных оценок,
исходя из свойств составляющих их квази-
правдоподобных оценок, в том числе состо-
ятельность, асимптотическая несмещен-
ность, значение меры эффективности

0leff ak  относительно наблюдений n  при-
ведено в [8].

Достаточно сложным вопросом являет-
ся выбор функции   для получения квази-
правдоподобных оценок, при этом функции
  должны обладать свойствами, описанны-
ми в утверждении 2. Было бы желательно,
чтобы последовательность  )(l  включала в
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себя наиболее распространенные критерии,
соответствующие законам распределения
Лапласа, Гаусса, которые обладают опреде-
ленными экстремальными свойствами при
робастном оценивании параметров.

Одним из возможных примеров такой пос-
ледовательности  )(l  является последователь-
ность квазиправдоподобных оценок, соответ-
ствующая l -обобщенному нормальному закону
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где  l
l 1  – гамма-функция; 22 l  – вели-

чина, являющаяся функцией дисперсии; l  –
любое положительное число: при 1l  – за-
кон Лапласа, при 2l  – закон Гаусса. Тогда
в качестве формальных критериев при целых

0l  для получения квазиправдоподобных
оценок примем последовательно
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что соответствует методу наименьших
модулей, квадратов и т.д., так как логариф-
мическая функция квазиправдоподобия име-
ет вид
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На основе разработанных алгоритмов
оценивания создано программное обеспече-
ние, которое нашло применение при расчете
прогноза концентрации вредных веществ в
атмосфере.
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It is considered the problem of a parametrical estimation of stochastic static models, nonlinear concerning
parameters. The method of quasi-likelihood estimates is applied as a method of estimation; it is adduced
proofs of a consistency and of an asymptotic normality of maximum quasi-likelihood estimates in conditions
of independent heterogeneous observations. It is shown, that application of linearly-combined estimations
allows receiving effectiveness of estimation somehow close to effectiveness of maximum likelihood
estimations in conditions of lack of the information of distribution functions of parasites of observations.


