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Введение
Модой называется световое поле, демон-

стрирующее инвариантность при распрост-
ранении в соответствующей среде. Среди мод
свободного пространства можно назвать
плоские волны и функции Бесселя. Гауссовы
функции (Гаусса-Лагерра и Гаусса-Эрмита)
являются модами оптического волокна с квад-
ратичной зависимостью показателя прелом-
ления [1]. Однако, гауссовы моды условно
можно считать и модами свободного про-
странства, т.к. в этом случае они распростра-
няются сохраняя свою структуру с точностью
до масштаба. В [2, 3] пучки Гаусса-Лагерра и
Гаусса-Эрмита описаны для параксиального
приближения, что соответствует переходу от
волнового уравнения Гельмгольца к парабо-
лическому уравнению распространения.

Для описания распространения лазер-
ных пучков в свободном пространстве часто
применяются различные приближения, кото-
рые вступают в силу при выполнении тех или
иных условий на соотношение геометричес-
ких параметров системы (параксиальность,
дальняя зона). Однако, границы применимо-
сти различных приближений определены
лишь примерно (“близко” к оси, “гораздо”
больше и т.д.).

Исследованию применимости паракси-
ального приближения в различных случаях
посвящены, в частности, работы [4-8]. В [4,
5] исследуется точность приближения Фре-
неля в ближней зоне сравнением результатов

прямого численного интегрирования для ин-
теграла Кирхгофа и преобразования Френе-
ля (одномерный случай). Показано, что в слу-
чае, когда произведение волнового числа на
расстояние между точками входной и выход-
ной плоскостей “гораздо больше” единицы,
а также отношение фокуса к диаметру апер-
туры более 12, результаты для модуля амп-
литуды отличаются не более чем на 2%.

В [6] рассматривается метод, позволяю-
щий корректировать результаты, полученные
в рамках аппроксимации Френеля. При та-
кой аппроксимации относительная ошибка
для распределения интенсивности в фокаль-
ной зоне составляет величину обратную квад-
рату фокусного расстояния. Использование
корректирующих функций позволяет повы-
сить точность и число значащих цифр.

В [7] аналитически рассматривается
дифракция сферической и плоской волны на
круглом отверстии и обсуждается существен-
ное различие получаемых результатов в зо-
нах дифракции Френеля и Фраунгофера.

В [8] сравниваются результаты паракси-
ального и непарксиального подходов при
описании распределения Гауссова пучка в
дальней зоне, которые сильно зависят от зна-
чения фокусного расстояния. Результаты
практически совпадают в случае отсутствия
обрезающей пучок диафрагмы.

В [9] представлены результаты числен-
ного моделирования распространения одно-
мерного светового поля (прямоугольного и
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Гауссова распределений) в свободном про-
странстве, показывающие различия при ис-
пользовании различных приближений: с ис-
пользованием углового спектра, через разло-
жение по сферическим волнам, преобразова-
ние Френеля и преобразование Фурье. Так-
же получены выражения для шага интегри-
рования в зависимости от размеров входной
и выходной области, расстояния распростра-
нения и длины волны  для различных при-
ближений. В [9] было отмечено, что для рас-
пределений, имеющих гладкий характер (в
частности, гауссовый пучок), возможность
применения параксиальной приближений
наступает раньше.

В данной работе методом численного
моделирования исследуется распространение
одномерных пучков Гаусса-Эрмита (ГЭ), яв-
ляющихся решением параксиального волно-
вого уравнения, в непараксиальной области.
Моделирование проводилось с использовани-
ем интеграла Кирхгофа, преобразования Фре-
неля и аналитического представления. Для
численного расчета интегралов с заданной
погрешностью использовался метод трапе-
ций. При расчетах отслеживались два основ-
ных критерия: погрешность и вычислитель-
ные затраты.

Интегральные преобразования,
описывающие распространение
световых полей в свободном
пространстве
Наиболее точным выражением, описы-

вающим распространение скалярного свето-
вого поля в свободном пространстве (одно-
мерный случай), является следующее [10]:
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Выражение (1) представляет распрост-

ранение световых волн с использованием уг-
лового спектра или разложения по базису
плоских волн. Оно хорошо описывает рас-
пространение светового поля в скалярном
случае практически на всем пути, кроме об-
ласти, близкой к экрану. Однако, использо-
вание выражения (1) при расчете методом
трапеций остается слишком ресурсо-затрат-

ным для современных компьютеров даже в
одномерном случае [9]. Возможно примене-
ние алгоритмов быстрого преобразования
Фурье, но в этом случае затруднительно оце-
нить погрешность расчетов.

Поэтому часто прибегают к описанию
распространения светового поля с использо-
ванием разложения по сферическим волнам,
которое в одномерном случае имеет следую-
щий вид [11]:
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Можно показать [11], что при kR
выражение (2) сводится к следующему:
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Выражение (3) называется интегралом
Кирхгофа. В [9] показано, что различия меж-
ду результатами, полученными на основе
выражения (1) и использование интеграла
Кирхгофа, составляют порядка 0,5% даже в
области, близкой к экрану (5-10 длин волн).

Для расстояний xz   (параксиальная
область) выражение (3) сводится к преобра-
зованию Френеля:
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В зоне дифракции Фраунгофера (даль-

ней зоне) для описания распространения све-
товых полей целесообразно использовать
преобразованием Фурье:
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которое легко реализуется с помощью ал-
горитмов быстрого дискретного преобразо-
вания Фурье.

Далее в работе сравниваются резуль-
таты численного расчета распространения
в свободном пространстве лазерных пуч-
ков ГЭ на основе использования выраже-
ний (3) и (4).
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Метод вычислений и критерии
оценки результатов
В данной работе для вычисления опи-

санных выше интегралов использовался ме-
тод трапеций. Данный метод был выбран из
следующих соображений. Квадратурная фор-
мула трапеций (как и прямоугольников) дает
погрешность порядка  ~P2h

2, где P2 – макси-
мум модуля второй производной от подын-
тегральной функции на отрезке интегриро-
вания [12]. При вычисления интегралов от
быстро-осциллирующих функций:

  ( ) exp( )
b

a

I f x i x dx  .               (6)

P2  ~ ww2 и малая погрешность обеспе-
чивается только в случае wwh<<1. Заметим,
что в случае (6) квадратурная формула Сим-
псона теряет свои преимущества, т.к. для нее
погрешность ~P4h

4 и, учитывая P4 ~ 4, полу-
чается такое же ограничение на шаг интег-
рирования.

Применение метода трапеций предпола-
гает расчеты с очень малым шагом и чтобы
увеличить этот шаг часто применяют метод
Филона [12, 13]. Однако, т.к. в данной рабо-
те основная цель – определить границы при-
менимости различных приближений опера-
тора распространения в свободном простран-
стве, что позволяет рассматривать лишь од-
номерный случай, вычислительные затраты
сравнительно невелики даже для метода тра-
пеций.

Расчеты всех интегралов проводились с
заданной точностью. Т.е., для получения тре-
буемой точности сравнивались значения ин-
теграла, полученные при шаге интегрирова-
ния h и при шаге интегрирования h/2. Ошиб-
ка вычислялась по формуле:
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где Ih(u) и
2

( )hI u  - значения интеграла при рас-

чете с шагом интегрирования h и h/2, соот-
ветственно.

Если значение выражения (7) для дан-
ных интегралов не превышала определенно-
го порога, точность считалась достигнутой,

иначе шаг интегрирования уменьшался вдвое.
В данной работе проводились сравнения

различных приближений для определения
границ их применимости при различных ус-
ловиях распространения. В качестве крите-
риев сравнения были выбраны среднеквад-
ратичное отклонение и время вычисления
при различных приближениях.

Среднеквадратичное отклонение вычис-
лялось по формуле:
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где F1(u,z) и F2(u,z) – комплексные распреде-
ления светового поля на расстоянии z, полу-
ченные с использованием различных выра-
жений.

Также для определения полноты охвата
областью Dz выходной функции F(u,z) вычис-
лялся энергетический параметр :

1
22 )(),(











 

DD

dxxfduzuF
z

 ,            (9)

где )(xf  – значения входной функции, F(u,z)
– значения численного интегрирования, D, Dz
– области определения во входной и выход-
ной плоскостях, соответственно.

Распространение модовых пучков
Гаусса-Эрмита в непараксиальной
области свободного
пространства

Известно [14], что моды ГЭ
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где  - гауссовый параметр, Hn(x) - полином
Эрмита, являются частными решениями па-
раксиального волнового уравнения:
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где k=2/ – волновое число,  – длина волны
излучения.

Распространение мод ГЭ в параксиаль-
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ной области свободного пространства описы-
вается следующей формулой [14]:
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где    0/arctg zzz  ,    22
0 /1 zzzzR  ,

  2
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0 kz  .

Также для описания поведения полей в
этой области можно воспользоваться преоб-
разованием Френеля (4). Этот способ вычис-
лительно гораздо более трудоемкий, чем вы-
ражение (12), однако он позволяет рассчитать
распространение любого поля, в том числе
моды ГЭ, обрезанной входной апертурой.

Условие параксиальности часто записы-
вается следующим образом (1D случай):

zux  ,                            (13)
где x и u – координаты входной и рассмат-
риваемой плоскостей, соответственно. Ус-
ловие (13) вступает в силу на “больших”
расстояниях от входной плоскости и “близ-
ко” к оси (слова “больших” и “близко” взя-
ты в кавычки специально, чтобы подчерк-
нуть, что четкого определения границ зоны
параксиальности не имеется). Т.о. в поня-
тии параксиальности учитываются два ас-
пекта: насколько далеко расположена рас-
сматриваемая плоскость от входной плос-
кости и как сильно расходится пучок при
распространении.

Для гауссовых пучков, как и для любых
параксиальных пучков, распространяющих-
ся в свободном пространстве, справедливо
следующее выражение для среднего радиуса
пучка:

R z z R2 2 2
0
2( )   .                      (14)

Из (14) следует, что при  z=0
параксиальный пучок имеет минимальный
средний радиус  R0  (рис. 1), а при  z >> R0 / 
радиус растет линейно  R(z) ~   z  с
коэффициентом расходимости  .

Используя (12) для мод ГЭ можно за-
писать:
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следовательно, коэффициент расходимости  
будет равен


  .                                (16)

Условию параксиальности удовлетворя-
ют пучки с небольшим углом расходимости
(несколько градусов):

)arctg(  .                           (17)
Еще одним критерием параксиальности

может служить отношение расстояния меж-
ду входной и рассматриваемой плоскостями
к размеру входного пучка z/.

Для исследования распространения мод
ГЭ в непараксиальной области использова-
лось выражение (3), которое можно считать
интегралом Кирхгофа в одномерном случае.

Вычисления интегралов Кирхгофа и
Френеля в данной работе проводились с тре-
бованием одинаковой точности, обеспечива-
ющей ошибку вычисления (7) не более 0,01%.
Длина волны   во всех расчетах полагалась
равной 0,63 мкм.

Сравнение результатов,
полученных с помощью
интеграла Кирхгофа
и преобразования Френеля

В данном разделе приведены результа-
ты моделирования распространения мод ГЭ
(10) с использованием интеграла Кирхгофа
(3) и преобразования Френеля (4). Как видно
из результатов, приведенных в табл. 1, для
слаборасходящихся пучков (  < 1°) основ-
ной характеристикой параксиальной зоны яв-
ляется отношение расстояния к входному раз-
меру пучка z/. После некоторого значения
g1%=z/ (различного для разных ) расхож-
дение в результатах, получаемых с помощью
интеграла Кирхгофа и преобразования Фре-

Рис. 1.  Расходимость параксиальных пучков
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неля, заведомо не превышает 1%. Интерес-
но, что для меньших значений ss это соотно-
шение меньше (для  = 100  g1%=10, а для 
= 20  g1%=2) т.е. параксиальное приближе-

ние вступает в силу раньше. На рис. 2 и 3
видно, что отклонение менее 3% не заметно
визуально, т.к. графики, полученные с помо-
щью интеграла Кирхгофа и преобразования

Таблица 1.  Сравнение результатов, полученных с помощью интеграла Кирхгофа и преобразования Френеля,
для моды ГЭ третьего порядка

 = 100,   0,2  = 20,   1  
, % z/ , % z/ 

z=5 – 0,05 7,45 0,25 
z=10 – 0,1 2,813 0,5 
z=20 – 0,2 1,62 1 
z=50 – 0,5 0,676 2,5 
z=100 6,748 1 0,365 5 
z=200 3,128 2 0,173 10 
z=500 1,532 5 0,051 25 
z=1000 0,956 10 0,049 50 
z=2000 0,4085 20 0,043 100 
z=5000 0,129 50 0,041 250 
z=10000 0,08 100 0,046 500 
z=100000 0,072 1000 0,031 5000 

Рис. 2.  Графики распределения интенсивности 3-й моды ГЭ при использовании интеграла Кирхгофа (жирная
линия) и преобразования Френеля (тонкая линия) для  = 100на расстоянии (а) z=100и (б) z=500

Рис. 3. Графики распределения интенсивности 3-й моды ГЭ при использовании интеграла
Кирхгофа (жирная линия) и преобразования Френеля (тонкая линия) для  = 20 на расстоянии

(а) z=5и (б) z=10

                                             (а)                                                           (б)
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Френеля сливаются.
При численном расчете интегралов (3)

и (4) с фиксированным шагом (одинаковое
число отсчетов) интеграл Кирхгофа требует
в 1,5 раза больше времени, чем преобразова-
ние Френеля. Однако, при вычислении этих
интегралов с заданным значением точности
численного интегрирования , требуется не-
сколько больше времени для выполнения пре-
образования Френеля, чем для интеграла
Кирхгофа, т.к. для получения той же точнос-
ти в первом случае необходимо большее ко-
личество отсчетов. И хотя время вычисления
обоих интегралов уменьшается с увеличени-
ем расстояния от входной плоскости, на ма-
лых расстояниях интеграл Кирхгофа вычис-
ляется почти в два раза быстрее преобразо-
вания Френеля. Т.о., выполнение преобразо-
вания Френеля напрямую, без применения
алгоритмов быстрого преобразования Фурье,
с вычислительной точки зрения не выгодно.
В этом случае имеет смысл использовать бо-
лее точный интеграл Кирхгофа.

Сравнение результатов,
полученных с помощью
интеграла Кирхгофа
и аналитического решения
параксиального волнового
уравнения

В некоторых случаях известны аналити-
ческие выражения, описывающие  распрост-

ранение световых пучков. Для мод ГЭ это
выражение (12), которое можно использовать
вместо преобразования Френеля, т.к. это ре-
шение было выведено для параксиального
волнового уравнения (11).

В данном разделе приведены результа-
ты моделирования распространения мод ГЭ
(10) с использованием интеграла Кирхгофа
(3) и выражения (12), которое позволяет фор-
мально получать результаты сколь угодно
близко к входной плоскости. Нужно отме-
тить, что выражение (12) является более точ-
ным, чем преобразование Френеля, что под-
тверждается данными, приведенными в Табл.
2 (сравни табл. 1 и табл. 2 для  = 20).

Также из табл. 2 видно, что чем больше
расходимость пучка, тем позже вступает в
силу зона параксиальности. Если же пучки
имеют сильную расходимость ( 18°, см.
также рис. 4), то их вообще нельзя считать
параксиальными.

Заключение
По результатам вычислительных экспе-

риментов, проведенных в данной работе для
моделирования распространения пучков Га-
усса-Эрмита в непараксиальной зоне дифрак-
ции, можно сделать следующие выводы.

Для слаборасходящихся пучков (  < 1°)
основной характеристикой параксиальной
зоны является отношение расстояния к вход-
ному размеру пучка z/. После некоторого
значения z/ (различного для разных ) рас-

Таблица 2.  Среднеквадратичное отклонение ee для результатов, полученных с помощью интеграла
Кирхгофа и выражения (12), для моды ГЭ второго порядка

  = 20,   1  = 5,   3,8  = ,   18 
z=5 0,156 1,963 14,862 
z=10 0,164 0,827 18,462 
z=20 0,143 0,803 20,05 
z=50 0,14 0,686 20,525 
z=100 0,103 0,481 20,593 
z=200 0,115 0,288 21,228 
z=500 0,058 0,112 21,242 
z=1000 0,062 0,078 25,528 
z=2000 0,056 0,075 25,532 
z=5000 0,049 0,069 – 
z=10000 0,013 0,043 – 
z=100000 0,008 0,022 – 
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хождение в результатах, получаемых с помо-
щью интеграла Кирхгофа и преобразования
Френеля, заведомо не превышает 1%. Инте-
ресно, что для меньших значений  паракси-
альное приближение вступает в силу рань-
ше. При более сильно расходящихся пучках

Рис. 4.  Графики распределения интенсивности 2-й моды ГЭ при использовании интеграла Кирхгофа (жирная
линия) и параксиального аналитического выражения (тонкая линия) для разных размеров во входной

плоскости и на различных расстояниях;
*) означает, что рисунок приведен с масштабным уменьшением

такой зависимости не наблюдается. Как пра-
вило, чем больше расходимость пучка, тем
позже вступает в силу зона параксиальнос-
ти. Если же пучки имеют сильную расходи-
мость ( 18°), то их вообще нельзя счи-
тать параксиальными.
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При численном расчете интегралов с
фиксированным шагом (одинаковое число
отсчетов) интеграл Кирхгофа требует в 1,5
раза больше времени, чем преобразование
Френеля. Однако, при вычислении этих ин-
тегралов с заданным значением точности
численного интегрирования, расчет интегра-
ла Кирхгофа становиться менее ресурсозат-
ратным (на малых расстояниях интеграл Кир-
хгофа вычисляется почти в два раза быстрее
преобразования Френеля).
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We investigate propagation of 1D Gauss-Hermite modes in nonparaxial region while the modes satisfy
paraxial wave equation. Kirchhoff integral, Fresnel transformation, and an analytical expression are used
for computer simulation. The integrals are calculated using the trapeze method with a predefined accuracy.
The resulting divergence and computing time consuming criteria were used.


