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В последнее время появилось много пуб-
ликаций, в которых продемонстрированы
возможности применения энтропийно-ин-
формационного анализа (ЭИА) в различных
областях биологической науки [1-3], физио-
логии и медицине [4-6] и др. В экологии, на-
ряду с использованием формулы Шеннона
для оценки меры биоразнообразия отдельных
сообществ и биоценозов, ИЭА получил свое
применение и в качестве метода биоиндика-
ции экосистем по соотношению мер адаптив-
ности и инадаптивности признака или груп-
пы признаков [7, 8]. При этом приводятся
многочисленные примеры применения ЭИА
при изучении как дискретных (качественных)
признаков, имеющих полиномиальное рас-
пределение (для которых исходно были раз-
работаны основные положения теории ин-
формации и, в частности, ЭИА), а количе-
ственных (полигенных), которые чаще всего
подчиняются нормальному закону распреде-
ления или близкому к нему.

Однако до сих пор нет единого, теоре-
тически обоснованного метода оценки энт-
ропии для количественных признаков. Кро-
ме того, проанализировав примеры примене-
ния ИЭА и методики, которые используются
в этих работах, мы пришли к заключению, что
они очень часто имеют один существенный
недостаток, который может повлиять на по-
лучаемые результаты. Это побудило нас к раз-
работке нового подхода к использованию
ИЭА в применении к количественным при-
знакам.

Базисным понятием теории информации
является понятие энтропии, математически
точный смысл которого вытекает из работ К.
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Приводится уточнение меры энтропии для анализа количественных данных, основанное на проце-
дуре стандартизации и использовании интеграла этих оценок.

Шеннона [9]. Энтропия – мера неопределен-
ности некоторой ситуации. Ее также можно
рассматривать в качестве меры рассеяния, и в
этом смысле она подобна статистическому
понятию “дисперсия”. Но если дисперсия яв-
ляется адекватной мерой рассеяния только для
специальных распределений вероятностей
случайных величин (в частности, для гауссо-
ва распределения), то энтропия не зависит от
типа этого распределения. Кроме того, энтро-
пия обладает и рядом других полезных
свойств.  Во-первых, неопределенность любой
системы возрастает с ростом числа возможных
исходов. А, во-вторых, мера неопределеннос-
ти обладает свойством аддитивности.

Впервые особенности функционирова-
ния биологических систем разного уровня с
точки зрения теории информации были рас-
смотрены в работе И.И. Шмальгаузена [10].
Им были введены понятия о каналах прямой
и обратной связи, по которым передается ге-
нетическая и фенотипическая информация,
рассмотрены закономерности кодирования и
преобразования биологической информации.

У. Эшби [11] впервые предложил исполь-
зовать понятие энтропии для характеристи-
ки меры сложности системы. Согласно его
представлениям, сложность системы (в том
числе и биологической) можно охарактери-
зовать ее разнообразием. Под разнообразием
обычно понимается количество состояний,
которое может принимать система. Кроме это-
го, при оценке энтропии учитывается не толь-
ко абсолютное количество таких состояний,
но и вероятность (а в выборочных исследо-
ваниях вероятность можно заменить часто-
той), с которой система принимает то или
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иное состояние. Тогда оценкой для энтропии
может служить выражение





k

i
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2 )log( ,         (1)

где  pi – вероятность (или частота) того, что
система примет  i-тое состояние из  k  воз-
можных.

Как легко убедиться, максимума эта вели-
чина достигает в том случае, когда вероятности
принятия системой любого из  k  возможных
состояний равны. В этом случае значение энт-
ропии для такой системы будет равно:

kH 2logmax .                    (2)
В том же случае, когда система может

принять только одно состояние с частотой
равной 1, энтропия ее равняется нулю. Таким
образом, для любой (невырожденной) систе-
мы имеет место выражение

max0 HH  .                     (3)
Энтропия, как мера разнообразия и орга-

низованности системы, прежде всего, харак-
теризует степень ее неопределенности или,
другими словами, детерминированности.
Система считается тем детерминированее,
чем меньше ее значение энтропии, т.е. чем
ближе величина Н к нулю. Как мы показали
выше, это происходит в том случае, когда одно
из возможных состояний системы имеет
очень высокую вероятность (частоту) прояв-
ления. С этих позиций, понятия энтропии
можно сравнить с коэффициентом наследуе-
мости (h2), введенным Р. Фишером. Чем выше
значение коэффициента наследуемости при-
знака в какой-то группе организмов (популя-
ции), тем в меньшей мере уровень проявле-
ния этого признака зависит от паратипичес-
ких факторов, соответственно, тем выше его
детерминированность (в данном случае фе-
нотипа генотипом) и, соответственно, ниже
энтропия системы.

Как мы уже указывали выше, ИЭА в
большей мере рассчитан на системы (призна-
ки), имеющие качественное выражение, т.е.
для которых различия между отдельными со-
стояниями носит дискретный характер. Од-
нако, как указывает Е.С. Вентцель [12], коли-
чественные (или непрерывные) признаки так-

же можно анализировать в терминах и поня-
тиях ИЭА. В этом случае, для всего возмож-
ного спектра значений, которые может при-
нять признак, устанавливают некую меру точ-
ности (х) – предел точности измерения, в
пределах которого состояния системы оказы-
ваются практически неразличимы. Тогда не-
прерывно варьирующую систему можно при-
ближенно свести к дискретной. Это равно-
сильно замене плавной кривой функции плот-
ности распределения f(x) ступенчатой лома-
ной (по типу гистограммы).  В этом случае
площади прямоугольников этой гистограммы
изображают вероятность принятия системой
того или иного состояния.

Характерно, что оценка энтропии для
количественного признака оказывается совер-
шенно не зависящей от принятой меры точ-
ности (х). От точности измерения зависит
только начало отсчета, при котором вычис-
ляется энтропия.

Если система (признак) имеет нормаль-
ное распределение (идеальное), то в этом слу-
чае ее энтропия, рассчитанная по гистограм-
ме, будет равна:
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где  у – среднее квадратичное отклонение ана-
лизируемого признака.

Как правило, при сравнении признаков,
имеющих различные величины измерения (кг,
г, %, см и т.д.), они предварительно подверга-
ются стандартизации. В этом случае каждое
исходное значение в выборке (xi) заменяют
соответствующей z-величиной:


xx

z i  .                          (5)

Характерной особенностью этих транс-
формированных величин является то, что они
имеют среднее арифметическое значение рав-
ное 0, а вариансу (и, соответственно, среднее
квадратичное отклонение), равную 1:

1;0 2  zzx  .                   (6)
Вне зависимости от того, чему были рав-

ны минимальное и максимальное значения в
исходной выборке, для z-трансформирован-
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ных величин  подавляющее большинство зна-
чений располагаются в пределах от –3 до +3
(рис. 1).

В этом случае (при достаточном объеме
выборки, содержащей сотни измерений),
удобнее принять величину меры точности
одинаковую для всех признаков и равную х
= 0,5. Это дает нам 12 интервалов в пределах
вариационного ряда. Таким образом, мы при-
нимаем, что k = 12. И вместо плавной графи-
ка плотности распределения f(z) мы имеем
дело со ступенчатой гистограммой (рис. 2).

Энтропия для такой системы (количе-
ственного признака) может быть рассчитана
по формуле:

)(log)( 2

12

1
i

i
i zfzfH  


,       (7)

где  zi – середина каждого из 12 интервалов, а
f(zi) – функция плотности распределения (от-
носительная частота) для соответствующего
значения  zi.

Однако в таком случае мы сталкиваемся
с одним важным противоречием. По опреде-
лению понятия энтропии максимальное воз-
можное значение степени организованности
такой системы равно (используя формулу (2)):

585,312logmax 2 H бит.          (8)
Но, с другой стороны, согласно формуле

(4), для идеального нормального распределе-
ния, плотность которого оценена по гистог-
рамме с 12 интервалами, эта величина состав-
ляет:

047,3
5,0

2logmax 2 
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Более того, имеется другое, еще более
важное противоречие. Дело в том, что любой
количественный признак имеет тип распре-
деления более или менее близкий к нормаль-
ному (Гаусса-Лапласа):
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Однако график плотности нормального
распределения имеет колоколообразную фор-
му (рис. 1). Частоты встречаемости величин
малы для крайне малых значений, затем плав-
но повышаются для величин, близких к сред-
нему арифметическому, и снова снижаются в
области крайне больших значений (рис. 2).
Т.е., частоты встречаемости разных возмож-
ных вариантов признака (состояний системы)
при нормальном типе распределения (или
близком к нему) различаются. Тогда как, по
определению, система достигает максимума
своей неопределенности  (Hmax)  только в том
случае, когда эти частоты равны. Таким об-
разом, налицо явное противоречие.

Как известно [13] нормальное распреде-
ление – это предельный случай биномиаль-
ного распределения:

(p + q)n   ,                        (11)
когда  p = q = 0,5  и  n  имеет порядок тысяч
или десятков тысяч.

С другой стороны, формула (11) описы-
вает частоты генотипов для диаллельной си-
стемы в случае ко-доминирования пары ал-
лелей. И в этом случае, величина  n  соответ-
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Рис. 1. Зависимость значений z–
трансформированных величин

Рис. 2. Гистограмма значений
z–трансформированных величин
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ствует числу пар одновременно учитываемых
генов. Если, например, мы рассматривает
один ген (моногибридное скрещивание), то
частоты, с которыми будут формироваться
фенотипы, будут равны – 1:2:1. Если учиты-
вается два гена одновременно (дигибридное
скрещивание), частоты соответствующих фе-
нотипов будут равны: 1:3:3:1 и т.д. Таким об-
разом, идеальное нормальное распределение
соответствует случаю популяции, имеющей
максимально возможный уровень гетерози-
готности. И только в этом случае уровень де-
зорганизованности системы (ее энтропия) по
определению достигает максимума.

Для того чтобы решить эти противоре-
чия, мы предлагаем следующий выход.

Предлагается оценивать энтропию не
для величин плотности распределения  z-
трансформированных значений исходной
выборки, а для интеграла этих оценок, т.е.
использовать величины

dzez
z
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.          (12)

График интеграла плотности нормально-
го распределения приведен на рис. 3.

Что нам дает этот подход?
Во-первых, новые величины – Ф(z) – для

любых признаков (имеющие любую размер-
ность) будут варьировать в пределах от 0 до
1. При этом снимается вопрос о выборе ниж-
ней границы первого интервала гистограммы.
Эта точка всегда равна нулю.

Во-вторых, использование интеграла
плотности нормальной кривой приводит к ее
сглаживанию; эта особенность интеграла
плотности нормального распределения очень

часто используется в прикладном статисти-
ческом анализе, например, при пробит-ана-
лизе [14]. Сглаживание нормальной кривой
дает одно важное преимущество, а именно,
ее монотонность, т.е. одинаковую величину
приращения частоты встречаемости вариант
в выборке при увеличении абсолютных зна-
чений этих вариант.

Таким образом, гистограмма распреде-
ления величин  Ф(z)  будет иметь следующий
вид (рис. 4). Т.е., значения интеграла плотно-
сти распределения признака будут иметь рав-
номерное распределение. И это распределе-
ние будет тем идеальнее приближаться к рав-
номерному, чем ближе исходное эмпиричес-
кое распределение к нормальному.

Как известно, для равномерного распре-
деления, изображенного в виде гистограммы
с числом интервалов, равным  k, энтропия
равна значению, приведенному в формуле 2.
А это значит: чем ближе распределение ис-
ходного признака к нормальному, тем ближе
распределение интеграла его плотности к рав-
номерному и, следовательно, энтропия такой
системы будет стремиться к своему максиму-
му. И, наоборот, чем сильнее эмпирическое
распределение исходного признака отклоня-
ется от нормального, тем сильнее будет от-
клоняться от равномерного распределение
интеграла его плотности и, соответственно,
тем ниже будет значение энтропии этой сис-
темы. В крайнем случае, когда все варианты
в выборке (или популяции) будут равны, энт-
ропия такой системы, как и следует по опре-
делению, будет равна нулю.

Число интервалов, на которое можно

Рис. 3.  Зависимость интеграла плотности
нормального распределения
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Рис. 4. Гистограмма распределения величин  Ф(z)
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разбить отрезок [0;1] для интеграла плотнос-
ти распределения (т.е. k), зависит от объема
выборки. Мы можем предложить такое опти-
мальное число таких интервалов, при кото-
ром средняя частота попадания величины в
любой из таких интервалов не будет меньше
5-10. Таким образом, для выборок, объемом
100-200 объектов (особей) оптимальным бу-
дет 10 интервалов. В этом случае, максималь-
ное значение энтропии такой системы будет
равно Hmax = log2 10 = 3,322 бита.

При бульшем объеме имеющихся выбо-
рочных данных, число интервалов может
быть увеличено. При меньшем объеме, наобо-
рот, уменьшено (например, до 5).

Поскольку, оценка энтропии производит-
ся на основе случайной выборки, то эта оцен-
ка имеет свою статистическую ошибку, зави-
сящую, прежде всего, от объема выборки (n):
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Кроме непосредственных оценок энт-
ропии, могут быть также использованы по-
казатели, производные от нее.

Для определения меры абсолютной орга-
низации системы используется величина

O = Hmax – H.               (14)
Величину относительной организован-

ности системы оценивают по формуле

max
1

H
HR  .            (15)

Согласно классификации С. Бира [15],
система, для которой  R<0,1,  является веро-
ятностной (стохастической); если значение
относительной организованности системы
R>0,3,  то такая система считается детерми-
нированной. И, наконец, система, для кото-
рой  0,1<R<0,3,  является квазидетерминиро-
ванной (вероятностно-детерминированной).

Кроме того, при проведении ИЭА может
быть использована величина, именуемая
анэнтропия [16]. Эта величина удовлетворя-
ет функции, которая может служить мерой
редкости частот событий

max
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 .     (16)

Величина анэнтропии будет тем выше,
чем меньше частоты встречаемости редких
вариант в выборке. В том случае, когда часто-
ты встречаемости всех вариант наиболее ми-
нимальны (и равны между собой, соответ-
ственно), оценка анэнтропии равна нулю. При
неравенстве частот вариант, она тем выше, чем
реже встречаются самые редкие варианты.

Данная методика, использующая интег-
ральные оценки плотности распределения
стандартизированных величин, была приме-
нена нами для ИЭА возрастной динамики
живой массы орнитологических объектов.
Полученные результаты свидетельствуют о
перспективности использования данного ме-
тода для описания любых количественных
признаков.
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METHOD  OF  USE  OF  THE  ENTROPY-INFORMATION  ANALYSIS
FOR  QUANTITATIVE  ATTRIBUTES
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Specification of a measure of entropy for the analysis of the quantitative data is resulted. It is based on
procedure of standardization and use of integral of these estimations.


