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показанный на рис. 1.
Кроме того, если в равновесной среде

высокочастотная скорость звука u  всегда

больше низкочастотной 0u , то в неравновес-
ной среде ( 0S ) может меняться не толькоо
знак диссипации, но и  знак дисперсии (рис.
2), как это впервые показано в [3].

При thSS   происходит инверсия коэф-

Рис. 2.  Влияние неравновесности среды
на дисперсию скорости звука

Рис. 1. Частотная зависимость акустического
инкремента

В термодинамически равновесном газе
структура слабых ударных волн хорошо из-
вестна. Эволюция газодинамических возму-
щений малой амплитуды описывается урав-
нением Бюргерса

  vvvv y .                 (1)
Уравнение (1) имеет стационарное реше-

ние в виде ступеньки с шириной фронта ~
mm. Локализованное возмущение эволюци-
онирует в треугольную ударную волну конеч-
ной площади и бесконечно малой амплиту-
ды. Периодическое возмущение сначала
трансформируется в пилообразную волну, а
затем быстро затухает, становится синусои-
дальным и далее диссипирует по законам ли-
нейной акустики [1].

Акустика термодинамически неравно-
весных сред существенно отличается от аку-
стики равновесных сред [2]. Прежде всего,
это отличие связано с возможной инверсией
коэффициента второй вязкости. Примерами
подобных сред являются молекулярные лазер-
ные среды, неизотермическая плазма, хими-
чески активные смеси. Среды с отрицатель-
ной вязкостью являются акустически актив-
ными, причём в ограниченном спектральном
диапазоне. Например, для типичной лазерной
смеси CO2-N2-He=1:2:3 (нормальные условия)
при неравновесном возбуждении колебатель-
ных степеней свободы до эффективных ко-
лебательных температур vT ~700 К (степень
неравновесности 1,0S ) зависимость акус-
тического инкремента от частоты имеет вид,
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фициента второй вязкости. При VSS  ,

PSS   низкочастотные теплоёмкости

0,0 00  PV CC , соответственно. В области
I дисперсия и вязкость положительны. В дру-
гих областях вторая вязкость отрицательна и
среда может быть акустически активной. В
области II дисперсия отрицательна и равно-
весная скорость звука может существенно
превышать замороженную. В остальных об-
ластях дисперсия положительная, причём в
области III низкочастотный звук не может
распространяться, а в области IV возможна
тепловая неустойчивость.

Новые вязкостно-дисперсионные свой-
ства неравновесных сред должны учитывать-
ся не только в задачах линейной акустики. В
подобных средах возможно существование
стационарных структур, существенно отлич-
ных от ударно-волновых структур типа сту-
пеньки с монотонным фронтом. Ранее иссле-
дование этих структур проводилось на осно-
ве нелинейных уравнений, полученных  во
втором или третьем газодинамическом при-
ближении отдельно для низкочастотных и
высокочастотных возмущений. Примерами
таких уравнений являются уравнение с нели-
нейной вязкостью [4]
 ~~~~~~(~~

4320  32
z1Σzz vvvv)vμv KKKK ,   (2)

получаемое в низкочастотном приближении,
или уравнение Бюргерса с источником и ин-
тегральной дисперсией [5]

dςvβvαvμvvΨv ςςςy   ~~~~~~~~~ ,    (3)
получаемое в высокочастотном приближе-
нии.

Стационарные структуры уравнений (2)
и (3) в акустически активной среде (в усло-
виях, когда полная низкочастотная вязкость

,0~ Σμ  коэффициент нелинейной вязкости

01K , коэффициент усиления высокочастот-

ного звука 0 ) при отрицательных коэф-
фициентах низкочастотной и высокочастот-

ной дисперсии 
~,~

0  представлены на рис.
3 и 4, соответственно.

Недостатком этих уравнений является то,
что на их основе нельзя описать нестацио-

нарную эволюцию возмущений с произволь-
ным спектром. Спектр стационарных струк-
тур, ими описываемых, оказывается шире
области применимости этих уравнений. Кро-
ме того, стационарные решения высокочас-
тотного уравнения (3) оказываются эволюци-
онно неустойчивыми по отношению к возму-
щениям большего периода.

В [6] получено уравнение
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описывающее с точностью до величин вто-
рого порядка малости по амплитуде нелиней-
ную эволюцию акустического возмущения
произвольного спектрального состава в коле-
бательно-возбуждённом газе  с релаксацион-
ным процессом вида

,QEE
dt
dE e 




                    (5)

где E  – энергия колебательных степеней сво-
боды молекул, Ee  – её равновесное значение,
tt - время релаксации; Q – источник энергии,
поддерживающий термодинамическую не-
р а в н о в е с н о с т ь  в  с и с т е м е ;

,/mTγu 0   /mTγu 000  скорости
в ы с о к о ч а с т о т н о г о

)( 
 VPV0P0

1
00 C/CCCτωω  и низко-

ч а с т о т н о г о  ( w w < < w w 0)  з в у ко в ;

  VP CCγ , V0P00 CCγ  – вы со ко -о -
частотный и низкочастотный показа-
т е л и  а д и а б ат ы ; TSτCCC KVV0   ,

)1S(τCCC TKPP0    – низкочастот-
ные теплоемкости в колебательно-возбужден-

Рис. 3. Стационарные низкочастотные структуры

v~  

  
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ном газе при постоянном объёме и давлении;

000 τ,ρ,T – н ев о зм ущ е нн ы е  з наче ни я
температуры, плотности и времени ре-
лакс ации ;  m  – молекулярная масс а;

000e00 TQτT)E(ES  - степень не-

р ав н о в е с но с ти  ср ед ы ;  )ρ,τ(Tτ 000  ;

0TTeK dT)(dEC  – равновесная колеба-

тельная теплоёмкость; 00T lnTlnττ  ;

)1/Cχm(1/C3/4μ PV   ,

)/1/1(3/4 000 PV CCm  – высоко-
частотный и низкочастотный вязкостно-
тел о про в одн о стн ы й  ко эфф ицие нт ;

2/)1(   – высокочастотный коэффи-

циент квадратичной нелинейности; 0 – низ-
кочастотный коэффициент квадратичной не-
линейности, который зависит от степени не-
равновесности S и может быть даже отрица-
тельным. При 0S  этот коэффициент име-

ет простой вид 2/)1( 00  . Уравнение
(4) получено в предположении слабой диспер-
сии, то есть малости параметра

1~/)(~ 222
0   uuum .

Для волн, бегущих в одном направлении
(  uv/v~ , 00 /,/)(   tyutux ) ,
уравнение (4) преобразуется к виду
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      (6)

где 0
22/~  su . При  0S  уравнение (6)

совпадает с известным релаксационным урав-
нением [7], но в последнем не учитывалось
отличие 0  от μ  и 0  от т  .

В низкочастотном приближении
( v~~/v~  y ) уравнение (6) сводится с точ-

ностью до величин 3~   к модифицирован-
ному уравнению Курамото-Сивашинского

    ςςςςςςς0ςς0ς0y vκvβv)ξμ(vvΨv ~~~~~~~~~~  .  (7)
Уравнение (7) использовалось ранее для

описания волновых процессов в плёнках жид-
кости, стекающих по наклонной плоскости,
возмущений концентраций реагирующих ве-
ществ при химических реакциях и горении,
волн электростатического потенциала в торо-
идальных системах и т.д. [8] Здесь оно полу-
чено применительно к колебательно-возбуж-
дённому газу (или к любой среде с релакса-
ционным процессом типа (5)). В (7)

2
0000 uτ/2ρξξ~   , где коэффициент второй вяз-

кости
   2

V0KVT00V0
2
0

2
V000 ]/CCSCτ[τP)/Cu(uCτρξ   .

(8)
Если пренебречь малыми слагаемыми

ξ~μ~,μ~~ 0
2
0 , то остальные коэффициенты в (7)

2
V0

2
VV00V /Cξ~C/Cβ~Cκ~   . При 0CV0 

все эти коэффициенты отрицательны, если
отрицателен коэффициент второй вязкости
(8), т.е. при   0CSCτ KVT   .

В высокочастотном приближении

( v~θ~y/v~ 1 ) уравнение (6) сводится (с

точностью до величин 2~  ) к уравнению

Рис. 4. Стационарная высокочастотная структура
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Рис. 5. Стационарные структуры, образующиеся при эволюции возмущения типа “ступенька”

Бюргерса с источником  и интегральной дис-
персией (3).

Эволюцию возмущения произвольного
спектра необходимо исследовать с помощью
полного уравнения (6).  Для численного ре-
шения уравнения (6) в настоящей работе ис-
пользовался метод расщепления [9]. Рассмат-
ривалась среда с отрицательным коэффици-

ентом суммарной вязкости 0μ~ξ~μ~ 0Σ  ,

т.е. 0μ~2C~C 0V0V m . Кроме того, пола-

галось 00V0 ΨΨ0,Ψ0,C   .
В зависимости от начальной амплитуды

1v~  возмущения типа “ступенька” наблюда-
лись следующие режимы его эволюции. При

кр1 v~v~   фронт ступеньки в ходе эволюции

закруглялся (рис. 5а). При 0μ~μ~0    вели-

чина  0кр ΨΨ~v~  m .
Подобный закругленный фронт ударной

волны типичен для релаксирующих сред при
0μ~Σ   и преобладании нелинейных эффек-

тов [1,7].

При кр1кр v~v~v~  , где

 0VV0Σкр Ψ2ΨCCμ2v  
~~ , стационар-

ная структура имела вид типичный для вол-
ны детонации (рис. 5б). Установившаяся ско-
рость фронта во всех случаях

2/)~~ m 10v(W , величина скачка уплот-

нения 







 VV0Σ1 CCμv
v

/~2~
~ 0

р .

При кр1 vv  ~~  ступенька становилась не-
устойчивой и распадалась на периодическую
последовательность стационарных импуль-

сов (рис. 6) с амплитудой крим vV  ~2~ .
Все описанные выше стационарные

структуры могут быть получены также при
решении автомодельной ( Wyςz  ) формы
уравнения (6):

     
0]v
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Эти структуры могут существовать только

при 0μ~Σ   и )v~Ψm~(5.0WW кр0кр 

[9,10].
Для примера на рис. 7 представлены фа-

зовый портрет (а) и вид уединенного импуль-
са (б), соответствующего движению по сепа-
ратрисе. Он точно соответствует стационар-
ному импульсу эволюционной задачи. Полу-

Рис. 6. Эволюция возмущения малой амплитуды
типа “ступенька” с образованием стационарных

импульсов
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ченный уединенный импульс при

1μ~μ~Σ   сильно асимметричен, так как
инкремент нарастания переднего фронта

    μ~CΨ2Ψμ~C2Ψλ V0ΣV01  многоо

больше  Ψ2CΨCλ V0V02  – инкремен-
та экпоненциального нарастания заднего
фронта.

Этот уединённый импульс является ав-
товолной, поскольку его амплитуда и скорость
определяется параметрами неравновесной
среды, а не граничными условиями. В под-
тверждение этому на рис. 8 показана неста-
ционарная эволюция возмущения типа “ко-
локол” в той же самой среде с отрицательным
коэффициентом суммарной вязкости в разные
моменты времени 1y < 2y < 3y . В результатеате

образуется один или несколько автоволновых
уединённых импульсов и нестационарный
осциллирующий “хвост”. Площадь возмуще-
ния при этом сохраняется.

Таким образом, проведённое в настоя-
щей работе численное моделирование распро-
странения возмущений типа “ступенька” и
“колокол” демонстрируют существенное от-
личие эволюции газодинамических возмуще-
ний в неравновесных средах с отрицательной
вязкостью по сравнению с эволюцией в рав-
новесных средах. Полученные стационарные
структуры (рис. 5-8) имеют широкий спектр
и не могут быть описаны с помощью исполь-
зуемых ранее уравнений низкочастотного или
высокочастотного приближений.

Работа выполнена в рамках российско-
американской программы “Фундаментальные
исследования и высшее образование”
(“BRHE”), при финансовой поддержке Ми-
нистерства образования РФ, Администрации
Самарской области, Американского фонда
гражданских исследований и развития (CRDF
Project SA-014-02).
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Numerical investigation of gas dynamical disturbances of a step like and a “bell” like forms are carried
out in nonequilibrium medium with the negative total viscosity. The evolutionary stable stationary structures
are obtained including the strongly asymmetric self wave pulse with a power-law trailing front and a
shock leading front.
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