
371

Общая физика и электроника

Введение
Модель Джейнса — Каммингса (МДК)

[1], описывающая двухуровневый атом, вза-
имодействующий с фотонной модой в иде-
альном резонаторе, играет важную роль в
современной квантовой оптике. В рамках
этой модели предсказаны новые неклассичес-
кие эффекты [2, 3]. Все эти предсказания
были успешно проверены в экспериментах с
одноатомным мазером, см., например, обзор-
ные статьи [4-6].

В данной работе на основании ранее раз-
работанной теории [7] рассматривается час-

тный случай 0n  , т.е. при температуре
резонатора равной нулю (большинство работ
по обобщению МДК работают в этом при-
ближении, как в исходном ) оказывается, что
в этом случае выражение для элементов мат-
рицы плотности принимают более простой
вид и можно явно выписать выражения для
спектра излучения и для спектра среднего
числа фотонов.

Обобщенная модель
Джейнса - Каммингса
Одним из наиболее востребованных

обобщением МДК является учет конечности
добротности резонатора, с учетом этого га-
мильтониан задачи будет иметь следующий
вид :

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ
A F B AF BFH H H H H H     ,

где 0 3
ˆˆ

AH S h  гамильтониан свободногоо

атома, ˆ ˆ ˆ( 1/ 2)FH a a  h  гамильтониан фо-

тонной моды, ˆ ˆˆ ˆ ˆ( )FH g a S aS   h – гамиль-

тониан взаимодействия атома с полевой мо-
дой, записанный в приближении вращающей
волны (ПВВ). 3

ˆ ˆ,S S – это операторы энерге-

тического спина, ,a a  – бозонные операто-
ры рождения и уничтожения. Термостат мо-
делируется системой осцилляторов, т.е.

?
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ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( )FBH c af c a f   


 



   – гамильтониан

взаимодействия полевой моды с системой бо-
зонных осцилляторов. Далее записывается
уравнение для матрицы плотности:

ˆ ˆ ˆ,i H
t



    

h .

Матрицу плотности будем искать в виде
ˆ ˆ ˆ( ) ( ) (0)AF Bt t    , то есть  воспользу-

емся кинетической гипотезой: малая динами-
ческая подсистема не изменяет состояния
большой диссипативной подсистемы.

Затем в этом уравнении нужно перейти
в представление взаимодействия по свобод-
ному гамильтониану и усреднить по перемен-
ным термостата.

В результате получаем кинетическое
уравнение для редуцированной матрицы
плотности динамической подсистемы “атом
+ фотонная мода”:

( )ˆ 1 ˆ ˆˆ ˆ,IAF
AF AF F AFH L

t i
       h

,
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где

ˆ ˆ ˆˆ ˆ( 1)
2F AF AFL n a a    

ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2 AF AF AFa a a a n aa         

ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ2 AF AFa a aa      .

В кинетическом уравнении воспользуем-
ся приближением нулевой температуры тер-
мостата (общее решение этого уравнения [7]):

( )ˆ 1 ˆ ˆ,IAF
AF AFH

t i



     h

 ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2
2 AF AF AFa a a a a a        .

Именно это уравнение обычно записы-
вают другие авторы [6], как исходное, далее
находят его решение воспользовавшись се-
рией приближений. В работе будет найдено
общее решение этого уравнения без каких
либо дополнительных приближений.

Решение модели
Выражение для матрицы плотности бу-

дем искать в P – представлении Глаубера –
Сударшана:

22

, 1

ˆ ( , )AF
d P t

 

     


  
Для решения перейдем в представление

“взаимодействия” по ( )ˆ I
AFH . Тогда уравнение

примет вид:

 ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2 ,
2

a a a a a a
t
                


где:

   ( ) ( )ˆ ˆˆ ˆexp / exp /I I
AF AFiH t iH t   h h ,

   ( ) ( )ˆ ˆˆ ˆexp / exp /I I
AF AFa iH t a iH t  h h ,

   ( ) ( )ˆ ˆˆ ˆexp / exp /I I
AF AFa iH t a iH t   h h

и для векторов состояния    необходимо

записать  ( )ˆexp /I
AFiH t   h .

Несложно видеть спектр векторов состо-

яния поля остался тем же: â      . В

рассматриваемом представлении уравнение
для P – символа приобретает следующий вид:

( / 2)
P P
t

  
 

        
.

Несложно видеть, что решение имеет
вид:

     
2

0
0 0, , , 0 , ,dP t K t P t   


 
   / 2

0 2 0, , 0 tK t e        .

Теперь для получения явного выраже-
ния для матрицы плотности необходимо вер-
нуться в исходное представление. Для этого

необходимо определить  ( )ˆexp /I
AFiH t   h .

Проще всего это сделать, разложив  по
Фоковскому базису. С учетом того, что в на-
чальный момент времени атом рассматрива-
ется в возбужденном состоянии и оператор

 ( )ˆexp /I
AFiH t h  в Фоковском представлении

расщепляется на операторы вида (для каж-
дой пары состояний ,1n и 1,2n  ):

 ( )ˆexp /I
AF

a b
iH t

b a
 

    
h ,

/ 2 ( 1 / 2)i ta e Cos gt n  ,

/ 2 ( 1 / 2)i tb ie Sin gt n   .

Проинтегрировав по  подынтеграль-
ное выражение, получим явный вид матри-
цы плотности:

, 0

( )ˆ
! !

nm
AF

n m

F t
n m






  ( )
! !

F t
n m

 

( )
! !

F t
n m

   ,1 ,1 ,1 1, 2n m n mc c n m ic d n m  

1, 2 ,1 1, 2 1, 2n m n mid c n m d d n m     ,

 1 / 2nc Cos gt n  ,

 1 / 2nd Sin gt n 

где

 
2

0
2

/ 2( )0
0 0 0( ) ,

te n m t m n
nm

dF t P t e e
    


    .
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Выражение для спектра
излучения и спектра среднего
числа фотонов
Для нахождения спектра излучения вос-

пользуемся хорошо известной формулой:

     
0

Re 0iS d e a a  
     .

Несложно показать, что спектр излуче-
ния для произвольного состояния имеет вид:

( 1)
1

( 1)
0 1 0

( ) ( 1) ( 1)
k n

n j j
k k k n

n k n j
S p n C C

  


 
   

     

х
   

, ,
2 22 2

, ,

n j n j

n j n n j ng g

 

   

  
 

     
,

 , 2 2 1 / 2n j n j    ,

 1 2ng g n n    ,

где kp  - диагональный элемент начальной
матрицы плотности фотонной моды
(  0k Fp k k ). К примеру, спектр R- фо-
тонного начального состояния будет иметь
вид:

( 1)1
1

( 1)
0 0

( ) ( 1) ( 1)
R nR

n j j
R R n

n j
S n C C

 


 
 

    

( )
! !

F t
n m

 
   

, ,
2 22 2

, ,

n j n j

n j n n j ng g

 

   

  
 

     
,

а начального вакуумного:

0,0 0,00
2 2 2 2
0,0 0,0

( )
( ) ( )

S
g g

 


   
 

    .

Аналогично можно получить выражение
и для спектра среднего числа фотонов. В слу-
чае начального когерентного состояния не-
обходимо проинтегрировать по времени сле-
дующее выражение:

     2 2
0 0

1 / 2
!

nnt F t
n t e Sin gt n

n
    .

Заключение
Из аналитических формул и графиков

(рис. 1, 2, 3), видно, что предложенный под-
ход описывает физические системы .

Следует отметить, что найдено общее

Рис. 1. Спектр излучения и спектр среднего числа фотонов для начального 3-х фотонного состояния:

0, 02; 1g   . По оси абсцисс частота отложена в единицах g



374

Известия Самарского научного центра Российской академии наук, т.7, №2, 2005

точное решение кинетического уравне-
ния. В работах других исследователей это
уравнение точно решается только в част-

ных случаях или решение ищется в секу-
лярном приближении (оно работает толь-
ко для малых значений   – константы

Рис. 2. Спектр излучения и спектр среднего числа фотонов для начального 10-ти фотонного состояния:

0, 02; 1g   . По оси абсцисс частота отложена в единицах g

Рис. 3. Спектр излучения и спектр среднего числа фотонов для начального когерентного состояния:
2

0 1 0; 0 , 0 2 ; 1g    . По оси абсцисс частота отложена в единицах g
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затухания и для малых времен взаимодей-
ствия ). Предложенный подход лишен
этого недостатка.
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