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Гидравлическая система, как любая си-
стема, обладающая бесконечным количе-
ством степеней свободы, имеет бесконечное
количество собственных частот. При совпа-
дении частоты возмущающей силы, обуслов-
ленной, например, периодическим характе-
ром работы качающего узла насосного агре-
гата, с собственной частотой гидравлической
системы, в ней возникают интенсивные ко-
лебания давления и расхода рабочей жидко-
сти. Они вызывают вибрацию трубопрово-
дов, незатухающие колебания золотников,
клапанов, сервопоршней, приводят к устало-
стным поломкам, преждевременному износу,
потере работоспособности. Наиболее опас-
ны резонансные режимы, сопровождающие-
ся многократным увеличением амплитуд
пульсаций давления рабочей жидкости при
совпадении собственных частот гидравличес-
кой подсистемы с частотами возбуждающей
силы. Поэтому задача определения собствен-
ных частот колебаний гидравлической под-
системы является актуальной и ее решение
позволяет исключить резонансные режимы
в эксплуатации. Известны расчетные методы
определения собственных частот колебаний
гидравлических магистралей [1, 2]. Однако
они обеспечивают высокую точность лишь
для случаев относительно простых, малораз-
ветвленных систем с известными граничны-
ми условиями. Для сложных и разветвленных
гидравлических систем более целесообразно
использование экспериментальных методов
определения собственных частот. Среди них
следует отметить “тест с вариацией скорос-

ти” [3], при котором частоту возмущающей
силы изменяют в широком диапазоне, напри-
мер, путем увеличения или уменьшения час-
тоты вращения ротора насоса. При этом осу-
ществляется запись временной реализации
пульсаций давления. Значения частот кача-
ющего узла, на которых проявляются резо-
нансные увеличения размаха колебаний дав-
ления рабочей жидкости, идентифицируют-
ся как собственные частоты. Однако ситуа-
ция значительно осложняется тем обстоя-
тельством, что спектр колебаний имеет по-
лигармонический характер и увеличение
среднеквадратичного значения пульсаций
давления может быть обусловлено как резо-
нансом первой гармоники, например зубцо-
вой частоты насосного агрегата, так и резо-
нансами высших гармоник. Надежная иден-
тификация собственных частот при этом воз-
можна путем применения процедур оконно-
го преобразования Фурье с последующим
анализом, что существенно (на порядок и
более) увеличивает трудоемкость обработки
экспериментальных данных. В настоящей
работе для обработки данных испытаний с
вариацией скорости вместо процедур окон-
ного преобразования Фурье предлагается
использование вейвлет-анализа, более удоб-
ного для исследования нестационарных ди-
намических процессов [4, 5, 7]. Соответству-
ющий подбор параметров вейвлет-преобра-
зования при незначительном увеличении тру-
доемкости позволяет решать задачу опреде-
ления собственных частот гидравлической
системы с большей точностью в частотной
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области и достоверностью.
Рассмотрим методику определения соб-

ственных частот колебаний гидравлической
системы, основанную на обработке экспери-
ментальных данных с использованием вейв-
лет-преобразования.

В исследуемую гидравлическую систе-
му устанавливается датчик пульсаций давле-
ния. Полагается, что основным источником
колебаний рабочей жидкости является насос-
ный агрегат, частота вращения ротора кото-
рого может изменяться в определенном диа-
пазоне. Следует отменить, что при этом бу-
дет изменяться и частота всех спектральных
компонент пульсационного сигнала. Далее
производится регистрация мгновенных зна-
чений колебаний давления в цифровой фор-
ме при увеличении и (или) уменьшении час-
тоты вращения ротора насоса. В случае, если
собственные частоты гидравлической сис-
темы определяются по n первым гармони-
кам качающего узла насоса необходимый ди-
апазон вариации частоты вращения ротора
fрот. min…fрот. max однозначно определяется инте-
ресующим интервалом собственных частот
fс. min…fс. max:

,
z

f
f c.min

рот.min  ,
zk

f
f c.max

рот.max 

где z – число лопастей, зубьев или плунже-
ров насоса; k=sup {1,2,… ,n}, при котором
выполняется условие

min.c

max.c

f
fk  .

Здесь необходимо отметить, что опре-
деление собственных частот по высшим гар-
моникам насоса возможно только в том слу-
чае, если известно, что система существен-
но линейна.

Важное значение имеет рациональный
выбор частоты дискретизации сигнала. Ми-
нимально допустимая частота дискретизации

min.дискf  определяется соотношением:

max.cmin.диск kff  ,
где 222...k   – коэффициент, величина ко-
торого обусловлена эффективной шириной
спектра, формой спектра, методом обра-
ботки и принятой величиной погрешнос-

ти обработки [8].
Чрезмерное увеличение частоты дискре-

тизации нежелательно, так как приведет к
большому объему выборки эксперименталь-
ных данных и многократно увеличит трудо-
емкость расчетов.

Производится расчет коэффициентов
вейвлет-преобразования. В настоящей рабо-
те в качестве материнского используется ком-
плексный вейвлет Морлета [6]. Однако пред-
лагаемая методика практически не изменяет-
ся (за исключением соотношения, связыва-
ющего масштаб вейвлет–преобразования и
мгновенную частоту сигнала) и в случае ис-
пользования других комплексных вейвлетов,
например, вейвлета Паула или вейвлета Га-
усса. Далее строится поверхность амплитуд
вейвлет–коэффициентов и выделяются ее
гребни (ridges). Под гребнями понимаются
кривые на проекции амплитуды вейвлет–ко-
эффициентов, проходящие через их максиму-
мы и соответствующие частотным компонен-
там (гармоникам) сигнала, которые могут
изменятся с течением времени как по интен-
сивности, так и по частоте.

При выделении гребней могут быть ис-
пользованы либо амплитудный, либо фазовый
методы [9]. Оба этих метода обеспечивают
приблизительно одинаковую точность иден-
тификации гребней, однако алгоритм реали-
зации амплитудного метода проще. Поэтому
в настоящей работе используется именно ам-
плитудный метод выделения гребней.

Выделенные гребни позволяют постро-
ить скелет (skeleton) [4, 9] – кривые локаль-
ных экстремумов поверхности амплитуд вей-
влет-коэффициентов. При этом каждой гар-
монике пульсационного сигнала будет соот-
ветствовать свой скелет. Максимумы выде-
ленных скелетов и будут определять времен-
ные сдвиги, на которых реализуются резонан-
сные колебания давления в гидросистеме по
той или иной гармонике. Имеющиеся греб-
ни позволяют определить зависимость мгно-
венной частоты каждой гармоники от време-
ни. Для перехода от масштаба вейвлет–пре-
образования а к значению частоты f в случае
использования комплексного вейвлета Мор-
лета следует использовать соотношение [10]:
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где bf  – ширина полосы частот вейвлетаа

Морлета; сf  – центральная частота вейвлетаа
Морлета.

Таким образом, полученные временные
сдвиги, на которых реализуются максимумы
скелетов, на базе анализа гребней можно со-
отнести с масштабами вейвлет–преобразова-
ния и на основании выражения (1) опреде-
лить частоты, соответствующие собственным
частотам гидравлической системы.

Описав методику в целом, стоит более
подробно остановится на выборе рациональ-
ных параметров длины зарегистрированной
временной реализации, значений ширины
полосы частот и центральной частоты вейв-
лета, обеспечивающих надежное разделение
гармоник исследуемого сигнала и максималь-
ное снижение влияния краевых эффектов.

Осуществление вейвлет–преобразова-
ния конечной временной реализации приво-
дит к тому, что вблизи границ вейвлетного
спектра по оси временных сдвигов b (т.е. в
начале и в конце зарегистрированной времен-
ной реализации) появляются ошибки в рас-
четах вейвлет–коэффициентов. Наличие об-
ласти, в которой результаты расчета вейвлет-
ного спектра не верны, может быть каче-
ственно объяснено тем, что вейвлетная фун-
кция на данном конкретном масштабе а при
приближении к границе начинает выходить
за пределы рабочей области, и расчет значе-
ний вейвлет–коэффициентов вблизи границ
становится не корректным. Отсюда очевид-
но, что область влияния краевых эффектов
должна сужаться с уменьшением масштабов
вейвлет–преобразования. Для определения
области D на плоскости t-f (или t-a), где кра-
евыми эффектами можно пренебречь, введем
два действительных коэффициента ct и cf:

ctі1,    cf і1,
таких, что если t находится за пределами интервала

   tct;tctIc ttt   и f – за пределами

интервала  ,c;cIc fff     тоо

 t  и  ̂  имеют очень малые (или нуле-
вые) значения. При этом справедливы нера-
венства [11]:
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В выражениях выше обозначено:

t – центральное время материнскогоо

вейвлета;   – центральная частота Фурье-
преобразования материнского вейвлета;

f 2  – круговая частота; t  – длина вей-

влета;   – ширина полосы частот вейвле-

та;   – норма.
Для используемого в настоящей работе

вейвлета Морлета справедливы выражения
[11]:

0t ,

сf2  ,

bf
1

 ,

bft
2
1

 .

Для первого приближения рекомендует-
ся выбор 5 ft cc  [11]. При выборе значе-
ний ct и cf необходимо также учитывать тре-
бование выполнения неравенства

,Ldcc ift                           (2)
где L – длина анализируемой временной реа-
лизации;     ,,mind i1i1iii   

11  ii ,  – представляющие интерес для ана-
лиза частотные составляющие пульсационно-
го сигнала (в рассматриваемом случае – гар-
моники качающего узла насосного агрегата).

Если неравенство (2) не выполняется,
необходимо уменьшить ct и cf.

Краевые эффекты не проявляются для
временных сдвигов b, удовлетворяющих не-
равенству [11]:
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Для рассматриваемого вейвлета Морле-
та неравенство (3) переписывается в виде:

,
f
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f
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или с учетом рекомендованного значения
:ct 5

i

bc

i

bc

f
ff

Lb
f

ff
2

5
2

5
 .

Таким образом, область влияния крае-
вых эффектов включает в себя части в нача-
ле и в конце анализируемой временной реа-
лизации, длина которых равна:

i

bct
кр.эф. f

ffc
L

2
 .

Для исключения влияния краевых эф-
фектов в рассматриваемой методике опреде-
ления собственных частот гидравлической
подсистемы предлагается выдержать насос-
ный агрегат при постоянных частотах враще-
ния ротора в течение времени кр.эф.Lt   пос-
ле начала регистрации пульсационного сиг-
нала и перед ее завершением.

Необходимо также учитывать влияние
краевых эффектов вейвлет–преобразования
на высокочастотные составляющие спект-
ра. При использовании вейвлет–преобразо-
вания достоверный анализ может прово-
диться только до частот, несколько мень-
ших частот Найквиста fнай к в соответствии
с выражением [11]:

.c
1

ff
f

найк
max










                  
(4)

Для рассматриваемого вейвлета Морле-
та и рекомендованного значения сt=5, выра-
жение (4) можно переписать в виде:
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Кроме того, для надежного разделения

частотных составляющих (гармоник качаю-
щего узла в спектре пульсационного сигна-
ла) требуется выполнение неравенства [11]:
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                  (5)

которое определяет условия выбора парамет-
ров материнского вейвлета, необходимых для
корректного вейвлет–анализа. Для комплек-
сного вейвлета Морлета выражение (5) при-
нимает вид:
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Lff
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 22
               (6)

откуда можно определить параметры мате-
ринского вейвлета fс или fb обеспечивающие
надежное разделение гармоник частоты ка-
чающего узла насосного агрегата.

Таким образом, система неравенств (3),
(4) и (6) обеспечивает надежное разделение
гармоник исследуемого сигнала и максималь-
ное снижение влияния краевых эффектов.

Описанная методика иллюстрируется на
примере стендовой системы, имитирующей
работу системы топливопитания и регулиро-
вания авиационного двигателя. Источником
интенсивных колебаний рабочей жидкости
является шестеренная ступень комбиниро-
ванного насосного агрегата. Датчик пульса-
ций давления устанавливался в напорную
магистраль непосредственно на выходе из
шестеренной ступени. Частота вращения
приводного вала плавно увеличивалась от 840
об/мин до 4870 об/мин, затем осуществлялась
выдержка на данной частоте в течение при-
близительно 4 с. После этого частота враще-
ния плавно уменьшалась до 840 об/мин. В
течение всей этой процедуры осуществлялась
регистрация пульсационного сигнала в циф-
ровом виде на персональный компьютер с
частотой дискретизации 10 кГц. Поскольку
шестерни рассматриваемого насоса имеют 11
зубьев, зубцовая частота, вносящая наиболь-
ший вклад в общую энергетику колебаний,
изменяется в диапазоне 154… 892 Гц.

Зарегистрированный сигнал был преоб-
разован с использованием комплексного вей-
влета Морлета с параметрами 1bf , 51,f c  .
Обработка всей зарегистрированной времен-
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ной реализации, состоящей из более чем
400000 отсчетов, сопряжена с необходимос-
тью привлечения чрезмерно больших вычис-
лительных ресурсов. Поэтому обработка про-
водилась поэтапно – за один проход преоб-
разовывались временные реализации длиной
100000 отсчетов (т.е. 10 с). При этом с помо-
щью неравенства (3) учитывалась область
влияния краевых эффектов, длина которой
является частотно зависимой и определяет-
ся соотношением:

i
кр.эф. f

,L 753
 .

Поскольку наименьшая из анализируе-
мых частот равна 154 Гц, наибольшая длина
области влияния краевых эффектов, соответ-
ствующая именно этой частоте, составляет
0,0244 с или 244 отсчета. Поэтому для упро-
щения анализа соседние анализируемые уча-
стки временной реализации преобразовыва-
лись с перекрытием в 0,1 с (1000 отсчетов).
Удаление из каждой полученной вейвлет–
спектрограммы 500 первых и 500 последних
временных сдвигов гарантировало исключе-
ние влияния краевых эффектов.

В соответствии с выражением (4) дос-

товерный анализ в высокочастотный облас-
ти может проводиться до частоты fmax=3270
Гц. С учетом того, что максимальная частота
зубцовой гармоники в проведенном экспери-
менте составляет 892 Гц, условие неравен-
ства (4) позволяет при выбранных частоте
дискретизации и параметрах материнского
вейвлета анализировать три первые гармони-
ки. Однако более строгое ограничение на
число анализируемых гармоник накладыва-
ет левая часть неравенства (6), согласно ко-
торой допустимо исследование лишь первых
двух гармоник зубцовой частоты (при выб-
ранных значениях сf , fc и fb). Для привлече-
ния к анализу третьей гармоники зубцовой
частоты необходимо увеличить параметры
материнского вейвлета fc и fb.

С помощью амплитудного метода были
выделены гребни, соответствующие первым
двум гармоникам зубцовой частоты насосно-
го агрегата. Они изображены на рис. 1 в виде
зависимости масштаба вейвлет–преобразова-
ния от времени. На рис. 2 эти же гребни пред-
ставлены  в виде зависимости мгновенной
частоты гармоник от времени. Видно, что с
ростом частоты (уменьшением масштаба вей-
влет-преобразования) разрешение в частот-

Рис. 1.  Гребни первой и второй гармоник зубцовой частоты насосного агрегата:
1 – гребень первой гармоники; 2 – гребень второй гармоники
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ной области f  существенно ухудшается.
Так, при 90a  ( Гцf 169 ) Гц,f 851 , а
при 20a  ( Гцf 758 ) Гц,f 939 . На
рис. 3 представлены скелеты, соответствую-
щие гребням выделенных гармоник. Следу-
ет отметить симметрию графиков рис. 1 – 3
относительно площадки неизменной часто-
ты вращения привода насоса. Набор частоты
вращения и сброс оборотов привода насоса
происходит практически с одной и той же
скоростью. При этом максимальные значения
вейвлет–коэффициентов для каждого скеле-
та достигаются примерно при равных значе-
ниях мгновенных частот вращения, как на
этапе разгона, так и на этапе сброса частоты
вращения. Сказанное подтверждают графи-
ки, представленные на рис. 4. На нем изоб-
ражены зависимости значений модуля вейв-
лет–коэффициентов на выделенных скелетах
от мгновенного значения соответствующих
частот. При этом кривые, соответствующие
этапам разгона и торможения, наложены друг
на друга и практически совпадают. Зависи-
мости (рис. 4) позволяют определить соб-
ственные частоты рассматриваемой гидрав-
лической системы. При анализе первой гар-
моники можно выделить следующий ряд соб-
ственных частот – 167, 342 и 520 Гц. Допол-

Рис. 2. Зависимость мгновенной частоты гармоник от времени:
1 – первая гармоника; 2 – вторая гармоника.
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Рис. 3. Скелеты выделенных гармоник
насосного агрегата:

а – первая гармоника; б – вторая гармоника
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нительный анализ показывает, что резонан-
сы по второй гармонике имеют место на час-
тотах 480, 867(±25), 1440(±70) Гц.

На выделенном гребне второй гармони-
ки обращает внимание наличие интенсивно-
го шумового компонента при t  ~~    6,67… 9,90
с и при t=42,12…45,43 с. Это объясняется по-
грешностями идентификации гребня с помо-
щью амплитудного метода, так как модуль
вейвлет-коэффициентов при данных времен-
ных сдвигах на скелете (рис. 3,б) имеет дос-
таточно малые абсолютные значения. После-
днее определяется либо совпадением поло-
жения датчика давления и узла формирую-
щейся волны в рабочей жидкости, либо, что
более вероятно, условием антирезонанса в
системе при этих частотах (600 – 800 Гц).

Некоторая сложность определения соб-
ственных частот по полученным с помощью
вейвлет–преобразования зависимостям моду-
ля коэффициентов от мгновенной частоты гар-
моник связана с сильно зашумленным видом
этих графиков. Очистка от шума может быть
эффективно реализована с помощью вейвлет–
преобразования полученных зависимостей.
Данная процедура во многом схожа с хорошо
разработанными и давно известными алгорит-
мами частотной фильтрации.

Частотная область вейвлет–коэффициен-
тов может быть разбита на две составляющие
– низкочастотную и высокочастотную. Их ча-
стота раздела равна частоте Найквиста.

При фильтрации с использованием вейв-

лет–преобразования осуществляется декомпо-
зиция сигнала путем применения двух фильт-
ров: низкочастотного (Lo) и высокочастотно-
го (Hi). Низкочастотный фильтр дает образ для
аппроксимации (грубого приближения) сигна-
ла, а высокочастотный фильтр – для его дета-
лизации. Каждый из фильтров представляет
пару наборов коэффициентов разного уровня:
аппроксимирующих коэффициентов R, грубо
представляющих сигнал, и детализирующих
коэффициентов D. Если сложить полученные
на выходах фильтров сигналы, то получится
исходный сигнал, т.е. будет иметь место пол-
ная реконструкция сигнала.

Lo фильтр можно, в свою очередь раз-
ложить на два фильтра. Таким образом, мо-
жет быть сформулирована система вейвлет–
фильтров, реализующих операцию декомпо-
зиции сигнала того или иного уровня. Подоб-
ные операции сокращают спектр соответ-
ствующих компонентов сигнала, что лежит
в основе приближенного представления сиг-
нала на разных уровнях его декомпозиции.
Операция последовательной разбивки Lo
фильтров и постепенного огрубления сигна-
ла известна как алгоритм Малла [7].

Подход к очистке сигналов от шума с ис-
пользованием вейвлет–преобразования заклю-
чается в ограничении уровня детализирующих
коэффициентов, которые выделяют локальные
особенности сигнала. В настоящей работе для
очистки сигналов от шума использовались
процедуры системы компьютерной математи-

Рис. 4. Зависимости модуля вейвлет-коэффициентов на выделенных скелетах
от мгновенного значения соответствующих частот:

а) – первая гармоника; б) – вторая гармоника
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ки Matlab, реализующие автоматическое од-
номерное удаление шума путем ограничения
коэффициентов вейвлет–преобразования ис-
ходного сигнала S=f+e, где f  – очищенный
сигнал, е – шумовой компонент.

Процедура удаления шума состоит в по-
давлении составляющей е в сигнале S и вос-
становлении составляющей f и включает в
себя три этапа.

1. На основе выбранного типа вейвлета
и уровня декомпозиции производится разло-
жение сигнала. При этом исходный сигнал с
помощью вейвлет–преобразования расклады-
вается на компоненты вплоть до заданного
уровня декомпозиции, причем за нулевой
уровень декомпозиции принимается сам сиг-
нал, а последующие уровни образуют ниспа-
дающее вейвлет–дерево. По мере перехода на
более низкие уровни точность представления
сигнала снижается, но появляется возмож-
ность вейвлет–фильтрации сигнала и удале-
ния шумов.

2. Детализация. На этом этапе для каж-
дого уровня разложения назначается опреде-
ленный порог, при величине детализирую-
щих коэффициентов ниже которого они об-
нуляются. За счет этого ограничивается уро-
вень детализирующих коэффициентов и
обеспечивается очистка сигнала от шума.

3. Восстановление (реконструкция) сиг-
нала на основе аппроксимирующих коэффи-
циентов исходного разложения и отфильтро-
ванных детализирующих коэффициентов.

Полученные выше экспериментальные
зависимости были обработаны с использова-
нием процедур цифровой вейвлет–фильтра-
ции. Так, на рис. 5 приведены очищенные от
шумовой компоненты гребни, соответствую-
щие первым двум гармоникам зубцовой час-
тоты насосного агрегата. Удаление шумовой
компоненты для гребня второй гармоники
менее эффективно, так как в использованных
алгоритмах фильтрации предполагается, что
шум в сигнале подчиняется закону распреде-
ления Гаусса. Однако в данном случае это
условие не выполняется.

На рис. 6 представлены зависимости
мгновенной частоты первых двух зубцовых
гармоник от времени, полученные пересче-
том данных рис. 5 по формуле (1). Очистка

гребней гармоник от шума позволила более
однозначно определить мгновенную частоту
сигнала. Особенно это значимо в случае вто-
рой гармоники зубцовой частоты (см., напри-
мер, рис.2,б). На рис. 7 приведены очищен-
ные от шумового компонента скелеты, соот-
ветствующие гребням выделенных гармоник.
В качестве исходных сигналов для вейвлет–
фильтрации брались зависимости рис. 3.
Очищенные от шума графики рис. 6 и 7 по-
зволяют построить зависимости значений
модуля вейвлет–коэффициентов на выделен-
ных скелетах от мгновенных значений час-

Рис. 5. Гребни первой и второй гармоник зубцовой
частоты насосного агрегата, очищенного с помощью

вейвлет-анализа от шумовой компоненты:
1 – первая гармоника; 2 – вторая гармоника

Рис. 6. Очищенная от шума зависимость мгновенной
частоты гармоник от времени:

1 – первая гармоника; 2 – гармоника
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тот (рис. 8). Эти зависимости позволяют до-
статочно просто найти ряд собственных час-
тот гидравлической подсистемы. При этом
значения собственных частот, полученные по
сигналам, очищенным от шума, могут быть
определены с большей точностью. В этом
случае они составляют 168, 341 и 525 Гц для
первой гармоники, 470, 873 и 1449 Гц для
второй гармоники зубцовой частоты. Следу-
ет отметить, что на очищенных от шумовых
компонент графиках кривые разгона и тор-
можения, хотя и близки друг к другу, не со-
впадают, что свидетельствует о проявлении
нелинейных эффектов в гидравлической под-
системе.

Предложенная методика определения
собственных частот системы, основанная на
вейвлет–анализе данных теста с вариацией

скорости, проста в реализации и может быть
эффективно использована при исследовании
различных технических систем.
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