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Пусть имеет место случайный процесс
авторегрессии конечного порядка, описыва-
емый следующим стохастическим линейным
разностным уравнением порядка r с дискрет-
ным временем ,...1,0,1...,i :
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где ii yZ ,  – наблюдаемый и ненаблюдаемый

векторы состояний системы,  )(1 i - генератор

авторегрессии, )(2 i  – коррелированная поме-

ха. Требуется определить оценку )(ˆ Nb  по iy .
Пусть выполняются следующие условия:
1) Случайный процесс )(1 i  удовлетво-

ряет условиям:
0)/)1(( 1  iFiE   п.н.;

  )1()/)1(( 2
1 iCFiE i  п.н.;

  ))(( 4
1 iE .

2) Случайный процесс )(2 i  удовлетво-
ряет условиям:

0)/)1(( 2  iFiE   п.н.;

  ))(( 0
2
2 iE ;

WFiE i  )/)1(( 2
2 ,

где W – случайная величина, )(WE ,
E-оператор математического ожидания, Fi- у
– алгебра, индуцированная семейством слу-
чайных величин  ik Ttt ),( , 2,1k ,
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В статье рассматривается устойчивый численный метод решения задачи минимизации отноше-
ния двух квадратичных форм, что позволяет находить оценки параметров авторегрессии при ко-
нечной выборке, при наличии автокоррелированных помех наблюдений.

  ci ZtittT ,; множество целых чи-

сел .

3) Случайные процессы  )(1 i

и  )(2 i  статистически независимы.
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5) Множество, которому априорно при-

надлежат истинные значения параметров
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6) Для случайного процесса  Zi существу-

ет предел:
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Представим уравнение (1) в виде:

021 )()()( biibiyy T
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T
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где

r
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T

r rii ))(),...,(( 22   .
Введем обобщенную ошибку:

0210 )()()(),( biibiyyibe T
r

T
ri   .

Средняя дисперсия обобщенной ошиб-
ки равна:
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где (.,.) - скалярное произведение.
Определим оценку  )(ˆ Nb  неизвестногоо

истинного значения параметра  0b  из усло-
вия минимума суммы взвешенных квадратов
обобщенных ошибок ),(2 ibe  с весом )(b ,
т.е. [1]:
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Утверждение 1. Пусть некоторый случай-
ный процесс  ,...1,0,1...,, iyi  описывается
уравнением (1) с начальными нулевыми усло-
виями и выполняются предположения 1-5.

Тогда оценка )(ˆ Nb  определяемая выра-
жением (2) с вероятностью 1 при N®® ҐҐ,

существует, единственная и является сильно-
состоятельной оценкой, т.е.
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Доказательство. Рассмотрим функцию:
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Из предположений 1-5 получаем:
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rZZ
T RbbUbHbhh   ),(~)0()0( 0021  .

Покажем что решение задачи
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~ bUb
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существует и достигается в единственной
точке 0b , т.е.

 
1

)(
)(~

)(~)(min
0

01
~ 

 b
bU

bUb
rRBb 
   .     (3)

Для этого рассмотрим функцию

,),()(~),( 1RbbUbV  
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Дифференцируя ),( bV  по b и прирав-
нивая производную к нулю, находим  )(b ,
 и тогда

  )0()0()0()(
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1     hhbHHHH ZZZZ .
Легко проверить, что уравнение

0)( V  на интервале )1,( min    имеет не

более одного корня. Где min – минимальноее

собственное значение матрицы 
ZZH . Непос-

редственной постановкой 11   в уравнение

0)( V  легко убедимся, что этим един-

ственным корнем на интервале )1,( min  

является 11  . Тогда непосредственно сле-
дует справедливость (3). Получаем, что с ве-
роятностью 1 при N ҐҐ решение задачи (2)
существует и является единственным т.е. с
вероятностью 1 при N ҐҐ существует един-
ственная оценка  )(ˆ Nb  и

0
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Из утверждения следует, что для полу-
чения сильносостоятельных оценок (2) тре-
буется априорное знание лишь отношение 
средних дисперсий генерирующих шума

 )(1 i  и аддитивного шума измерений

 )(2 i .
Далее показан численный метод постро-

ения оценок параметров авторегресии с ав-
токорреллированными помехами в выходных
сигналах на основе введенного нелинейного
метода наименьших квадратов, представля-
ющего собой отношение двух квадратичных
функций [2].

Для получения конструктивного метода
вычисления оценок из критерия (2) рассмот-
рим вспомогательную функцию:

)()(),( bbUbV NN   .
Лемма 1. Уравнение
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 где )(min N - наименьший корень уравнения:
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или
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Заметим, что )(NV  на интервале

 )(, min N  непрерывная и

   ),(ˆ)0()0()(
21

  NbhhV T
N


  

  ),(ˆ~2),(ˆ

22
  NbhNbH

T
.

Отсюда ясно, что 0)( NV ,

 )(, min N   и доказательство леммы.

Лемма 2. Для функции  )(NV  справед-
ливо следующее утверждение:

1) все корни уравнения  0)( NV  нео-
трицательны (если они существуют).

2) уравнение 0)( NV  на полусегмен-

те ))(,0[ min N  имеет не более одного корня.

3) существование корня )(ˆ N  на полу-

сегменте ))(,0[ min N  является необходимым
и достаточным условием существования
единственного решения (2),
при этом

  ))(ˆ(
))(ˆ(

)()(min 1
~ Nb

NbUbUb N
NRBb r 
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T
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Эта лемма по сути дела доказана при
доказательстве леммы 1.

На основании доказанных лемм получе-
ны численные методы, которые позволяют:

- ответить на вопрос существует или нет
единственная оценка  Nb̂ ;

- определить начальное приближение,
гарантирующее сходимость итерационного
процесса к единственной оценке  Nb̂ ;

- вычислить с любой наперед заданной
точностью оценку  Nb̂ .

Утверждение 2. Пусть последователь-

ность   i  определяется следующим алго-
ритмом:

Шаг 1.   .00ˆ 

Шаг 2.        2/1ˆˆ
min  iNi  .

Шаг 3. Вычисляются  )(ˆ,ˆ iNb    из урав-
нения:

    
22

~)(ˆ))(ˆ()(ˆ
  hiAAibHiAA Y

T
YY

T
Y .

(4)
Шаг 4. Вычисляется

   )0()0()(ˆ))(ˆ(
21  hhiYYiV T

N

  ))(ˆ,(ˆ~)(ˆ
2

iNbhiYA
TT

Y     .

Шаг 5. Проверяется условие

0))(ˆ(  iVN  .

Тогда, если уравнение 0)( NV  имеет

корень )(ˆ N    ))(,0[ min N , то последова-а-

тельность )0(ˆ),...,0(ˆ    конечна и

))(),(ˆ[)0(ˆ min NN   , в противном случае
последовательность бесконечна.

Доказательство утверждения непосред-
ственно следует из леммы 2.

Утверждение 3. Пусть существует

))(),(ˆ[)0(ˆ min NN   , тогда )(ˆ)(ˆlim Ni
i

 


,

)(ˆ))(ˆ,(ˆlim NbiNb
i




 , где )(ˆ i , ))(ˆ,(ˆ iNb   оп-

ределяются следующим алгоритмом:
Шаг 1. Вычисляется  )(ˆ,ˆ iNb   из урав-

нения (4).
Шаг 2. Вычисляется
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 YYiNbhiNbH TT 1
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 .
Шаг 3. Переход к шагу 1.
Доказательство. Утверждение 3 выте-

кает непосредственно из метода Ньютона
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Обоснованность использования метода
Ньютона следует из того, что )(NV  – непре-

рывна ))(,0[ min N  , 0)( NV ,

 )(, min N   и
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На практике вычисления прекращаются,

если достигнута заранее заданная точность,
т.е. если выполняется условие:










))1((
))(())1((

iV
iViV

N

NN
,

где  – априори задаваемая точность нахож-
дения оценок.

На базе описанного математического
алгоритма реализован пакет прикладных про-
грамм в среде MathCAD для параметричес-
кой идентификации линейных разностных
уравнений при наличии локально автокорре-
лированных помех в выходных сигналах.

В основе программного алгоритма зада-
на тестовая модель авторегрессии (1) со сле-
дующими исходными данными:

r=2 – порядок авторегрессии; Zi – век-
тор выходных значений, где i=1,2,3… индекс
нумерации дискретных моментов времени;












25.0

1
b  – вектор “истинных” парамет-

ров; )(1 i - генератор авторегрессии как пос-
ледовательность независимых случайных
величин; )(2 i  – автокоррелированная поме-
ха как последовательность зависимых вели-
чин. Соответственно уравнение авторегрес-
сии будет представлено выражением:
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а наблюдаемый сигнал:

)(2 iZy ii 

где )(2 i  - аддитивная локальная автокорре-
лированная помеха выходного сигнала с дис-

персией 2
2 , которая изменяется в зависи-

мости от   (



 

2
2 2Z , 2

Z  - дисперсия сиг-

нала Zi). Для цели исследования состоятель-
ности оценок использован большой объем
выборки N=500. Параметр   дискретно при-
нимает значения 0,5, 1, 2, 3, 4.

Результаты оценок параметров, получен-
ные классическим и модифицированным МНК
посредством программных алгоритмов матема-
тического пакета, приведены в табл., где

    %100ˆˆ 2
22

2
11  bbbb ,

    %100ˆˆ 2
22

2
11  bbbb МНКМНКМНК ,

21
ˆ,ˆ bb   – вектора оценок модифициро-

ванного МНК;
МНКМНК bb  21

ˆ,ˆ  – вектора оценок класси-
ческого МНК;

МНК ,  – погрешности оценок пара-
метров.

Из анализа (рис. 2, рис. 3, рис. 4) откло-

 

Рис.1. Выходной сигнал Zi, рассчитанный с

параметрами: I – “истинными” 
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Таблица. Сравнение точности векторов оценок параметров авторегрессии по классическому
è ì î äèôèöèðî âàí í î ì ó Ì Í Ê äëÿ N=500 ï ðè èñòèí í ûõ b1= 1, b2= -0,25

Рис. 2. Сравнение )(),(  МНК  отклонений  векторов оценок параметров авторегрессии классическим

и модифицированным МНК.

Рис. 3. Сравнение )( МНК  отклонений  векторов оценок параметров авторегрессии классическим МНК

от векторов “истинных” параметров при gg={0.2, 1, 2, 3}.

Рис. 4. Сравнение )(  отклонений  векторов оценок параметров авторегрессии модифицированным МНК
от векторов “истинных” параметров при gg={0.2, 1, 2, 3}.
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нения оценок от истинных параметров и вы-
хода рассчитанного сигнала от истинного
(рис. 1) вытекает, что при большом объеме
выборки модифицированный МНК дает удов-
летворительные результаты при любых зна-
чениях . Оценки стандартного МНК ухуд-
шаются с увеличнием , соответственно с
увеличением дисперсии помех наблюдений

)(2 i  погрешности МНК  становятся доста-а-
точно значимыми.

Следовательно, на приведенном приме-
ре показывается менее точный результат клас-
сических оценок МНК при наличии аддитив-
ных ошибок измерений в процессе авторег-
рессии и состоятельность предлагаемых.

В статье описаны конструктивные мето-
ды построения оценок параметров авторег-
рессии; показаны условия существования и
единственности этих оценок. Предложенные
вычислительные алгоритмы позволяют нахо-
дить нелинейные МНК – оценки параметров
авторегрессии, используя лишь стандартную
процедуру решения линейных алгебраичес-
ких уравнений, эти алгоритмы приспособле-
ны к обработке больших массивов исходной
информации для динамических систем вы-
сокого порядка.

Реализован пакет прикладных программ
в среде MathCAD для параметрической иден-
тификации авторегрессии при наличии ло-

кально автокоррелированных помехах в вы-
ходных сигналах. Получена авторегрессион-
ная модель прогноза состояния пути, кото-
рая нашла применение при планировании и
производстве путевых работ на железнодо-
рожном транспорте [3].
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In the article we study the constant numerical method of minimization of two square-law function ratio
that allows to find the estimates of autoregress parameters at the final sample and autocorrelated supervision
hindrances.


