
1026

Известия Самарского научного центра Российской академии наук, т. 8, №4, 2006

Пусть имеет место стационарная линей-
ная динамическая система, которая описыва-
ется следующим стохастическим уравнени-
ем заданного порядка с дискретным време-
нем  1,0,1i
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где )(1 i – помеха наблюдения в выходномм

сигнале, )()( ij – помеха наблюдения соот-
ветственно в j м входном сигнале.

Применение классического МНК не по-
зволяет получать состоятельные оценки па-
раметров: в самом деле, использование клас-
сической процедуры МНК для определения
параметров разностного уравнения приводит
к минимизации среднего значения величины:
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Такая постановка задачи не совпадает с
обычной постановкой задачи в регрессион-
ном анализе.

Пусть выполняются следующие условия:
1) Множество B~ , которому априорно

принадлежат истинные значения параметров
устойчивой линейной системы является ком-
пактом.

2) Помехи ),(1 i ),()( ij  dj ,1  статис-
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В статье рассматривается задача оценки параметров линейного разностного уравнения с много-
мерным входом при наличии помех наблюдения во входных и выходных сигналах. Эта задача
отличается от стандартной задачи регрессионного оценивания, предложен новый критерий оце-
нивания на основе отношения двух квадратичных форм, обобщающий стандартный метод наи-
меньших квадратов и позволяющий получить состоятельные оценки параметров. Предлагается
также численный метод определения оценок параметров линейных разностных уравнений, сво-
дящийся к многократному решению линейных разностных уравнений.

тически независимы и удовлетворяют следу-
ющим условиям:
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где E оператор математического ожи-
дания.

3)  )()1( , d
ii xx   статистически не зависят

от  )(1 i , )()( ij , dj ,1 .
4) Вектор входных переменных и истин-

ные значения параметров удовлетворяют ус-
ловиям:
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Представим уравнение (1) для всех
ni 2,1  в векторной форме в виде системы

линейных алгебраических уравнений  10 i :
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Однако, вместо XZz ,, наблюдается
только случайно возмущенный вектор
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образом, задача идентификации параметров

 Tab 00   сводится к решению стохастических
алгебраических уравнений [1,2], определяе-
мых значениями Y ,   WYWY AAA , , вероят-
ностные характеристики которых описыва-
ются условиями 1 – 4.

Представим уравнение (1) в виде:
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Введем следующую невязку:
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Тогда из уравнения (2) и леммы 1.1 [1,2],
получаем, что средняя дисперсия невязки
равна:
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 , скалярное произведение.
Утверждение 1. Пусть стационарная

динамическая система с нулевыми начальны-
ми условиями описывается уравнением (1),
и выполняются условия 1 – 4, тогда оценки
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Доказательство утверждения 1. Рас-
смотрим функцию:
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Тогда из условия 2 по лемме 1.1 [1,2]
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ям леммы 1.2 [1,2] и, следовательно, равно 0.
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Таким образом (4), можно представить

в виде 2r слагаемых, каждое из которых в
силу условий 2, 3 по лемме 1.2 [1,2] сходится
к нулю. Аналогично можно доказать, что и
все остальные слагаемые сходятся к нулю с
вероятностью 1 при N .
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~

~

~
2

















  .

Покажем, что решение задачи

      abUaab d ,,min 11  , B
a
b ~









    (5)

существует и достигается в единственной

точке 

















0

0

a
b

a
b

.

Рассмотрим следующую вспомогатель-
ную функцию:

        daababUabV 1,,,,   ,   1R ,

    ,,min abVV  , B
a
b ~









.

Тогда

  
















































 

TTT

a
b

a
b

a
b

H
a
b

H
a
b

abV  2
1

0

0

0

0

0

02
1 2,,

 

     
     























 1
2

1
2

2
1

2
1

ddddd

d

r
d

r
d

XXZX

ZXrrZZ

IIHH

HIIH





















a
b

,
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если

 

     


















dXXZX

ZXZZ

dd

d

HH

HH
H







.

Дифференцируя  ,,abV  по 







a
b

 и при-

равнивая производную к нулю, получим:

 
  











a
b

 

     
     



























1

1
2

1
2

2
1

2
1

ddddd

d

r
d

r
d

XXZX

ZXrrZZ

IIHH

HIIH



























 

0

0

a
b

H .

(6)
Тогда

  
































 

TT

a
b

H
a
b

H
a
b

V
0

02
1

0

0

0

02
1 

 

     
     



























1

1
2

1
2

2
1

2
1

ddddd

d

r
d

r
d

XXZX

ZXrrZZ

IIHH

HIIH



























 

0

0

a
b

H .

Если min  – минимальное характерис-
тическое число регулярного числа форм

 

     
  






















1
2

2
1

dddd

d

r
d

XXZX

ZXrZZ

IHH

HIH











–
   
















1
2

2
1

00

00

dr
d

r

I

I












 ,

то, следовательно, 0min  , и функция  V
на интервале  1, min   непрерывна и

 
  






































a
b

I

I

a
b

d
dV

dr
d

rT

1
2

2
1

2
1

00

00















отрицательна на интервале  1, min  , от-

сюда следует, что   0V на интервале

 1, min   имеет не более одного корня.
Нетрудно убедится, что 1  является

корнем уравнения   0V  и 11 min  .
Тогда из (6) непосредственно следует

справедливость (5).
Введем следующий вектор

     uaab d 11  и матрицы

 WYWY AYA ,,   ,





  

   1
2

2
1

2
1

11

000

000
000

1

1











d

d

r
d

r

rrr

d I

I

r

rD














,

то (3) можно записать в виде:

uDu
uAAu

T
WY

T
WY

T

RBu drrr





,,
~

111

min


,

где 0,, WY
T

WY AA .

Для конкретной выборки объема N  на-

хождение корня уравнения   0NV (эти кор-

ни имеют те же свойства, что и для   0V )
можно записать в следующей форме:

    





 1
,,min

ˆ DAAN WY
T

WYN – минималь-

ное характеристическое число пучка квадратич-

ных форм, определяемых T
WYA , , WYA ,  и D . Но

0D , поэтому рассмотрим [3, С. 281]:

  
    










DAAN
DAAN

WY
T

WY

WY
T

WY 1
,,max

,,min
1




.

Известно[4, P. 452], что:

   






































DAA
N

DAANN
WY

T
WYN

НП

N
WY

T
WY

1

,,max

..

1
,,max 1lim

111



  













 



1
,,min

1lim DAA
N WY

T
WYN

 .
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Т а к  к а к  н а х о ж д е н и е

  













 



1
,,min

1lim DAA
N WY

T
WYN

 можно интер-

претировать как определение корня уравне-

ния   0V , то 


ˆˆ1 ..НП

NNN .

Далее параметры можно определить,
если ввести следующую вспомогательную
функцию:

    









a
b

AYAYYYabV W
T

Y
TT

N 2,, 2
1

  































1
2

2
1 1

dddd

d

r
d

W
T
WY

T
W

W
T
YW

T
YrY

T
YT

IAAAA

AAAAIAA

a
b





















a
b

.

Дифференцируя  ,,abVN  по b и a и
приравнивая производную к нулю имеем:

  
































a
b

IAAAA

AAAAIAA

dddd

d

r
d

W
T
WY

T
W

W
T
YW

T
YrY

T
Y

1
2

2
1 1





















YA
YA

T
W

T
Y

,                               (7)

  









T

T
W

T
YT

N YA
YAYYV  2

1

  



























1

1
2

2
1 1

dddd

d

r
d

W
T
WY

T
W

W
T
YW

T
YrY

T
Y

IAAAA

AAAAIAA





















YA
YA

T
W

T
Y

,

и неизвестные параметры могут быть опре-
делены из уравнения (7).

Тогда, очевидно

  
































a
b

IAAAA

AAAAIAA

N
dddd

d

r
d

W
T
WY

T
W

W
T
YW

T
YrY

T
Y

1
2

2
1 11











..1 НП

NT
W

T
Y

YA
YA

N 











 

     
     






















 1
2

1
2

2
1

2
1

ddddd

d

r
d

r
d

XXZX

ZXrrZZ

IIHH

HIIH




























 

0

0

a
b

H
a
b

.

Из единственности решения (6) и (7) и
последнего выражения следует [5, P. 178], что
оценки стремятся к истинным значени-

ям
 
  

















 0

0
..

ˆ

ˆ

a
b

Na
Nb НП

N .

Для получения численного метода вы-
числения  оценок параметров из критерия (3)
рассмотрим функцию:

     ababUabV NN ,,,,   ,

    ,,min
~

abVV N
B

a
bN










,

тогда:

  








































a
b

AYA
a
b

YabV WY
T

WY

T
T

N ,,,, 

              dTddTT aaaabb   1111 =

  


















T

W
T

Y
TT

a
b

a
b

AYAYYY 2

   

     
 

   

         
 






















a
b

IAAAAAA

AAIAAAA
AAAAIAA

ddddd

d

d

r
d

W
T
WW

T
WY

T
W

W
T
WrW

T
WY

T
W

W
T
YW

T
YrY

T
Y

1

1
1

!

11111

1














(8)
Дифференцируя  ,,abVN  по b и a и

приравнивая производную к нулю имеем:

   

     

         
 













































YA
YA

a
b

IAAAAAA

AAAA
AAAAIAA

T
W

T
Y

r
d

W
T
WW

T
WY

T
W

W
T
WY

T
W

W
T
YW

T
YrY

T
Y

ddddd

d

d

1!

11

1













,

(9)
откуда



1031

Управление и моделирование

  









T

T
W

T
YT

N YA
YA

YYV 

   

     

         
 

































1

1!

11

1

ddddd
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Имеет место следующая лемма.
Лемма: для функции  NV , связанной

с задачей (3) существует следующее утверж-
дение:

1) Все корни уравнения   0NV не от-
рицательны;

2) Уравнение (10) на полусегменте
  Nmin,0   имеет не более одного корня

 N̂ , где  Nmin - минимальное  собствен-
ное число регулярного пучка форм, то есть
наименьший корень уравнения:
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;

3) Существование  корня  N̂  на полу-

сегменте   Nmin,0   является необходимым
и достаточным условием существования  и
единственности решения (3).

Доказательство леммы. Функция  NV

на   Nmin,0   непрерывна, к тому жее

  0min N как собственное число неотрица-
тельной определенной матрицы.

Далее,
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Тогда на интервале   Nmin,     NV
имеет не более одного корня, если он суще-
ствует,   00 NV и, следовательно,   0NV

 0, (матрица
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идемпотентная).
Отсюда вытекает справедливость утвер-

ждений 1, 2 и достаточность 3. Необходи-
мость 30 вытекает из экстремальных свойств
регулярного пучка форм [3].

Утверждение 2. Пусть выполняются все
условия утверждения 1 , тогда с вероятнос-
тью 1 при N существует корень

    NN min,0ˆ    и единственная оценка  (9),
которая является одновременно решением

задачи (3) и  0)(ˆ bNb N     п. н.;

0)(ˆ aNa N    п.н.
Доказательство утверждения 2 следует

из утверждения 1  и леммы.
На основании утверждения 2 предлага-

ется численный метод, который позволяет:
ответить на вопрос существует ли

единственная оценка )(Nb


, )(ˆ Na ;
определить начальное приближение,

гарантирующее сходимость итерационного
процесса к единственной оценке )(Nb


,

)(ˆ Na ;
вычислить с любой наперед заданной

точностью оценку )(Nb


, )(ˆ Na ;
Утверждение 3. Пусть последователь-

ность   i̂   определяется следующим алго-
ритмом:

Шаг 0.
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  00ˆ  ;
Шаг 1.

    
2

1ˆˆ min 
 ii 

 ;

Шаг 2. Вычислить   iNb ̂,ˆ  ,   iNa ̂,ˆ 
из системы линейных уравнений (9);

Шаг 3. Вычислить

     
  





















iNa
iNb

YA
YA

YYiV
T

T
W

T
YT

N 
 ˆ,ˆ

ˆ,ˆˆ ;

Шаг 4. Проверить условие    0ˆ  iVN  .

Тогда если уравнение    0ˆ  iVN  имеет

корень     NN min1 ,0ˆ   , то последователь-

ность      0ˆ,1ˆ,0ˆ    – конечна и

      NN min1 ,ˆ0ˆ    , в противном случае
последовательность бесконечна.

Доказательство утверждения непосред-
ственно следует из леммы.

Этот алгоритм позволяет определить
начальное приближение  0̂ , необходимоее
для дальнейшего применения метода Ньюто-
на или определить, что корень  N1̂   не су-
ществует.

Утверждение 4. Пусть существуют

      NN min1 ,ˆ0ˆ   , тогда    Ni
i 1̂

ˆlim  


,

    Nbiib
i

ˆˆ,ˆlim 


 ,     Naiia
i

ˆˆ,ˆlim 


 , гдеде

 i̂ ,   iib ̂,ˆ  и   iia ̂,ˆ  определяется совме-ме-
стно со следующим алгоритмом:

Шаг 1. Вычислить   iNb ̂,ˆ ,   iNa ̂,ˆ
из системы уравнений (9);

Шаг 2. Вычислить
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Шаг 3. Перейти к шагу 1.

Процесс вычисления заканчивается,
если выполняется условие

     
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iViV

N

NN

где  - априорно заданная точность оценок.
Это утверждение непосредственно вы-

текает из метода Ньютона:
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Обоснованность использования метода
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для   Nmin,0ˆ   .
На основании предложенного численно-

го алгоритма создано программное  обеспе-
чение, позволяющее получать оценки пара-
метров с наперед заданной точностью.

В качестве примера  рассмотрена стаци-
онарная динамическая система, которая опи-
сывается следующим  линейным разностным
уравнением:
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При 2d , 2r , 11 r , 22 r  имеем
                 

2,0
0

21,1
0

1
1

1,0
0

12
02

1
01 axaxaxbzbzz iiiiii

+        2,2
0

2
2

2,1
0

2
1 axax ii  

Векторы входных сигналов
    21 , iii xxX   и векторы помехх
      iiii 1

21 ,,    заданы с помощью гене-
ратора случайных чисел:

   2.0,0,1 Nrnormxi 

           2.0,0,2 Nrnormxi 

   1.0,0,1 Nrnormi 

           1.0,0,2 Nrnormi 

   15.0,0,1 Nrnormi 
В табл. 1 приведены значения оценок

параметров, полученные в результате тести-
рования на основе предлагаемого численно-
го метода (при числе экспериментов

120N ).
Также получено значение среднеквадра-

тичного отклонения  сигнала iZ от iẐ :

 
1

ˆ

ˆ 1

2

2








N

ZZ
N

i
ii

 ,       018,0ˆ 2  ,

где iẐ - значения выходного сигнала, полу-
ченные по рассчитанным оценкам коэффи-
циентов   iNb ̂,ˆ  ,   iNa ̂,ˆ  .

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ

1. Кацюба О.А., Жданов А.И. О состоятель-
ных оценках решений некорректных сто-
хастических алгебраических уравнений
при идентификации параметров линейных
разностных опрераторов// Изв. Ан. СССР.
Техническая кибернетика. 1981. №5.

2. Кацюба О.А., Жданов А.И. О состоятель-
ных оценках решений некорректных сто-
хастических алгебраических уравнений
при идентификации параметров линейных
разностных операторов // Изв. Ан. СССР.
Техническая кибернентика. 1981. № 5.

3. Гантмахер Ф.Р. Теория матриц. М.: На-
ука, 1966.

4. Stoica P., Soderstrom T. Bias correction in
least – Squares identification // int. J. Control.
1982. Vol. 35. No 3.

5. Unton F. Recursive estimator of the solutions
of linear equation sequence // IEEE Trans.
AuT. Control. 1984. Vol. AC-29. No 2.

Таблица 1. Сравнение полученных
оценок параметров с истинными значениями.

П а р а м е т р ы  И с т и н н ы е  
з н а ч е н и я  

П о л у ч е н н ы е  
о ц е н к и  

 1b  1  1 ,0 1 8  
 2b  - 0 ,5  - 0 ,5 2 3  
 1,0a  0 ,5  0 ,5 0 1  
 1,1a  0 ,4  0 ,3 8 1  
 2,0a  0 ,3  0 ,2 8  
 2,1a  0 ,6  0 ,5 7 9  
 2,2a  0 ,2  0 ,2 0 3  
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In article the problem of an estimation of parameters linear difference equations with a multivariate input is
considered at presence of handicapes of supervision in input and output signals. This task differs from a
standard problem regression estimation, the new criterion of estimation is offered on the basis of the relation
of two square-law forms, generalizing standard method of the least squares and allowing to receive well-
grounded estimations of parameters. The numerical method of definition of estimations of parameters linear
difference the equations, reduced to the repeated decision linear difference the equations is offered also.


