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Рассмотрим многомерную линейную
динамическую систему с дискретным време-
нем, описываемую следующим уравнением:
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)(1 iZY ii  , )(2 iXW ii  ,

где iY , iZ  наблюдаемые и ненаблюдаемые век-

торы выходных сигналов ),( n
ii RYZ  , а ii WX , –

соответственно наблюдаемые и ненаблюдаемые
векторы входных сигналов ),( m

ii RWX  .
Требуется определить оценки неизвест-

ных матриц коэффициентов динамического
объекта, описываемого уравнением (1) по на-
блюдаемым последовательностям    ii WY , .

В [1] рассмотрена задача параметрического
оценивания многомерной линейной регрессии для
случая определения оценок матриц )0(

1G  и )0(
2G .

Предположим, что выполняются следу-
ющие условия:

10. Вектор входных сигналов iX  и ис-
тинные параметры удовлетворяют условию:
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В статье рассматривается проблема параметрической идентификации многомерных по входу и вы-
ходу линейных разностных уравнений с помехами по входу и выходу. Стандартный метод наимень-
ших квадратов не применим. На основе модифицированного нелинейного метода наименьших квад-
ратов доказывается состоятельность матриц параметров линейного разностного уравнения.
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где H положительно определена.
20. Случайные последовательности

 )(1 i   )(2 i  независимы в совокупности и
удовлетворяют условиям:

0)/)(( 11  iFiE п.н.;

0)/)()(( 1111   DFiiE i
T п.н.;

0)/)(( 12  iFiE п.н.;

0)/)()(( 2122   DFiiE i
T  п.н.; если

1,  kk , то ;j ;,1 nd   2,  kk , тоо

;j md ,1 , 1k , 2, k , то о nj ,1 , md ,1

2k , 1, k  mj ,1 , nd ,1 ,
тогда

,

, ))()(( )()( kk
jd

d
k

j
k iiE   ;

  ,0)0()0(  k
T
kk DE ,2,1k

где  iF  и  F   - неубывающие последова-а-
тельности  - алгебры,

    )(),0( 11 iFi   ;

и         )(),0( 22 iFi   ,
где E - оператор математического ожидания.

30. Множество, которому априорно при-
надлежат истинные значения параметров ус-
тойчивой линейной многомерной системы,
является компактом.
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40. iX  не зависит в совокупности отт

 )(ik .
Уравнение (1) можно записать в виде:
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Представим уравнение (1) в виде скаляр-
ных уравнений: ),1( nj 
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(2)

где  0
j

b – j строка матрицы )0(
1G ,…, )( 1r

j
a  – j

строка матрицы )(
2

1rG
Уравнение (2) можно записать следую-

щим образом:
)()0( r
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где
TTT

r rii )()( 11   ;

  
TTT

r rii )()( 122
1

  ;

Введём следующую обобщённую ошиб-
ку для j - уравнения:

1
)1()1,,( )(

1
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rjrj
j

jj
j abiiabe    ;

Из предпосылки 20 следует, что обоб-
щённая ошибка имеет нулевое среднее, а из
предпосылки 2 и леммы [1, 2]:
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         ,2,1k

Получаем, что средняя дисперсия обоб-
щённой ошибки равна:
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11 r ,

Определим оценки  jj ab неизвест-
ных истинных значений из условия миниму-
ма суммы взвешенных квадратичных откло-
нений )( je  с весом   jj ab .
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Критерий (4) можно записать в виде:
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где   ,  - скалярное произведение.

T
rN

T
N

T
r

T

Y

YY

YY

A















1

10

  ,

T
rN

T
N

T
r

T

W

WW

WW

A

1

111















,

    Tj
N

jj yyY ,,1
)(  ,

    Tn
iii yyY ,,1  ,     Tm

iii wwW ,,1  ,

Утверждение 1. Пусть стационарная
динамическая система с нулевыми начальны-
ми условиями описывается уравнением (1) и
выполняются условия 10 - 40. Тогда оценка







 jj ab , определяемая выражением (4) (при

N ) существует и является сильно состо-
ятельной оценкой, т.е

..










  jj
N

jj abнпab

Доказательство утверждения. Рассмот-
рим функцию:
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Тогда из условия 20 и (3) получим, что
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Первые два слагаемых в 3 в силу усло-
вий 10, 20, 40 удовлетворяют условиям леммы
[1, 2] и следовательно:

0.)~()()1(1

1

)(
1 






 нпbiZi
N N

T
j

N

i

T
r

j

0.)~)(()1(1

1

)(
1 1 





 нпaiXi

N N

T
j

N

i

T
r

j , Bab jj
~

 

Заметим,
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(6)
Таким образом, (6) можно представить

в виде 2r слагаемых, каждое из которых в
силу предположений 10-40 по лемме [1,2] схо-
дится к нулю.

Аналогично доказывается сходимость к
нулю остальных слагаемых.
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Покажем, что решение задачи

   .,,min jj
1


 abUab jj            (7)

существует и достигается в единственной
точке. Для этого вместе с задачей (7) рассмот-
рим функцию
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Дифференцируя   j
jj abV  ,,  по

 jj ab  и приравнивая производную к
нулю, получим
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Если min - минимальное характеристи-

ческое число регулярного пучка форм, опре-
деляемых положительными матрицами

DH ZZ  ; DH XX  , то о 0min  . Функция
  jV  на интервале  1; min    непрерыв-

ная  и
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Из чего следует, что на этом интервале
  0)(  jV имеет не более одного корня. Не-

трудно убедится, что   1 j является корнем
этого уравнения. Тогда из (8) непосредствен-
но следует справедливость (7). В дальнейшем
ход доказательства практически полностью
аналогичен доказательству при условии, что

1 mn [1,2].
Для получения численного метода вы-

числения оценок параметров из критерия (5)
рассмотрим функцию:
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Дифференцируя   j
jjN abV  ,,  по

 jj ab ,  и приравнивая производную к нулю
имеем:
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                                                                     (11)
        Имеет место следующая лемма:

Лемма. Для функции   j
NV  , связан-

ной с задачей (5) существует следующее ут-
верждение:

1. Все корни уравнения    0 j
NV  нео-

трицательны.
2. Уравнение (11) на полусегменте
  Nmin,0   имеет не более одного корня

  Nĵ , где min - минимальное собственноее
число регулярного пучка форм, то есть наи-
меньший корень уравнения:
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3. Существование корня   Nĵ  на по-

лусегменте  min,0   является необходимым
и достаточным условием существования,
единственности решения (5).

Доказательство. Функция  NV  на

  Nmin,0   непрерывна, к тому жее

  0min N  как собственное число неотрица-
тельно определённой матрицы. Далее,

     jjjN abV 2

2

0
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jj ab
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Тогда на интервале   Nmin, 

 NV  имеется не более одного корня, если

он существует,   00 NV  и, следовательно,
   0 j
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(матрица
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Отсюда вытекает справедливость утвер-
ждения 1, 2 и достаточность 3. Необходи-
мость 3 вытекает из экстремальных свойств
характеристик регулярного пучка форм. [3]

Утверждение 2. Пусть выполняются
все условия 10-40, тогда с вероятностью
1 при N  сущ е ствует  ко рень

     NNj
min,0ˆ   и единственное реше-

ние (10) которое является одновременно ре-
шением задачи (10) и

  


 j

НП

Nj bNb
.ˆ       ;        


 j

НП

Nj aNa
.

ˆ

Доказательство утверждения 2 следует
из утверждения 1 и леммы.

На основании утверждения 2 может
быть получен численный метод, который по-
зволяет:

ответить на вопрос, существует ли

единственная оценка  jj ab ˆˆ ;

определить начальное приближение,
гарантирующее сходимость итерационного

процесса к единственной оценке  Nb j
ˆ ,

 Na j
ˆ ;

вычислить с любой наперёд заданной

точностью оценку  Nb j
ˆ ,  Na j

ˆ .
Утверждение 3. Пусть последователь-

ность    ij
1̂  определяется следующем ал-

горитмом:
Шаг 0.    001  j

Шаг 1.   
   

2
11min

1



ii

j
j 

Шаг 2. Вычислить    iNb j
j 1,ˆ  ,

   iNa j
j 1,ˆ   из системы линейных уравне-
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ний (10)
Шаг 3. Вычислить

            
       iNaiNbAA

YYYiV
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,ˆ,ˆ 

 

Шаг 4. Проверить условие    0ˆ
1  j

NV .

Тогда если уравнение    01  j
NV  име-

ет корень      NNj
min1 ,0ˆ   то последова-

тельность         0,1,0 11
jjj    конечна и

        NNjj
min1 ,ˆ0  , в противном слу-

чае последовательность бесконечна. Доказа-
тельство утверждения немедленно следует  из
леммы.

 Этот алгоритм позволяет определить
начальное приближение   0j , необходи-
мое для дальнейшего применения метода
Ньютона, или определить, что корень

  Nj
1̂  не существует..

Утверждение 4.  Пусть существует
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     Ni jj

i



lim ,

     Nbiib
j

j
ji

 


ˆ,ˆlim ,

    Naiia jji
 


ˆ,ˆlim ,
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деляется совместно следующим алгоритмом:
Шаг 1. Вычислить

    iNb j
j

 ,ˆ ,    iNa j
j  ,ˆ  из системы

уравнений  (10).
Шаг 2. Вычислить
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Шаг 3. Переход к шагу 1.
Вычисления заканчиваются если выпол-

няется условие:
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где  - априорно заданная точность нахож-
дения оценок.

Это утверждение непосредственно сле-
дует из метода Ньютона:
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На основании описанных выше алгорит-
мов создано программное обеспечение, по-
зволяющее получать оценки параметров с
наперёд заданной точностью.

В качестве примера рассмотрена стаци-
онарная динамическая система, которая опи-
сывается следующим линейным разностным
уравнением:  2,2,1,2 1  nmrr
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Векторы входных сигналов
    21 , iii xxX  ,  а также векторы помехх

        iii 1
2

1
11 , ,         iii 2

2
2

12 ,
реализованы на основе программы Mathcad
11 с помощью генератора случайных чисел.
                       5.0,0,1

1 Nrnorm
   5.0,0,1
2 Nrnorm

   5.0,0,2
1 Nrnorm    5.0,0,2

2 Nrnorm

               7.0,0,1 Nrnormxi 

                7.0,0,2 Nrnormxi 
В результате тестирования получены

следующие значения среднеквадратичных
отклонений истинного выходного сигнала,

полученные на основании оценок матриц
параметров.

   

1

ˆ

ˆ 1

211

2
1 















N

ZZ
N

i
ii

        015.0ˆ 2
1 

    
1

ˆ
ˆ 1

222

2
2 






N

ZZ
N

i
ii

     02.0ˆ 2
2 

где  j
iẐ – значения выходного сигнала полу-

ченные по рассчитанным коэффициентам

  iNb j  ,ˆ ,   iNa j  ,ˆ .
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In clause the problem of parametrical identification multivariate on an input and an output linear difference
equations with handicapes on an input and an output is considered. A standard method of the least squares
we shall not apply. On the basis of the modified nonlinear method of the least squares the solvency of
matrixes of parameters linear difference equations is proved.


