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Рассмотрим многомерную линейную
динамическую систему с дискретным време-
нем, описываемую уравнениями:

,...1,0,1...,i

iii XGZGZ )1(
001  ,

)(1 iZY ii  ,

)(2 iXW ii  ,

где ii YZ ,  – ненаблюдаемый и наблюдаемый
векторы состояний системы соответственно

,,
2pii RYZ   а  ii WX ,  – соответственно

ненаблюдаемый и наблюдаемый векторные

входные сигналы 
1pi RX  . Требуется опре-

делить оценки 1ˆ,ˆ
NN GG  по }{},{ ii WY .

Утверждение. Пусть выполняются сле-
дующие условия:

10. Вектор входных сигналов iX  и ис-
тинные параметры удовлетворяют условию:
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где  *
1H   – положительно определена.

20. Случайные последовательности
)}({ 1 i  и )}({ 2 i  независимы в совокупнос-с-

ти и удовлетворяют условиям:
0)/)(( 11  iFi  п.н.
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В данной статье рассматривается критерий состоятельности оценок параметров многомерной
линейной авторегрессии на основе нелинейного метода наименьших квадратов. Приведено дока-
зательство состоятельности оценок лишь при априорном знании отношения дисперсий помех во
входном и выходном сигналах.
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122   DFii i
T п.н.;

если 1' kk  то 2,1, pdj  , 2' kk

то 1,1, pdj  , 2',1  kk ,  2,1 pj  ,

,,1 1Pd 

,,1,,1,1',2 21 pdpjkk 
тогда
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j
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  0)0()0(  k
T
kk D ,

k=1, 2, где }{ iF  и }{ '
iF  - неубывающие пос-с-

ледовательности  у – алгебр
)}(),...,0({ 11 iFi  ,

)}(),...,0({ 22
' iFi  .

30. Собственные числа матрицы 0G  по
модулю меньше 1.

40. iX  не зависит в совокупности отт

)(ik .

Тогда оценки 
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j
 можно опреде-

лить из критерия:
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и они сильно состоятельны, где jb  – j стро-

ка матрицы G, ja  – j строка матрицы 1G ,

B~  – компактное множествоо
Рассмотрим модель j  выхода стацио-

нарной динамической системы, которая опи-
сывается j  столбцом G. Т.е. имеет местоо
линейное разностное уравнение 1-го порядка:

ijij
j

i XaZbZ )0()0()(
1   ,          (2)

где Ni ,1 . Выходная iZ  и входная iX  пе-
ременные наблюдаются с аддитивными по-
мехами в виде:

  )1()(
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где 2,1 pj  , 1,1 pd  .
Представим уравнение (2), с учетом (3)

и (4) в виде:

  ))(()1( 1
)0()(

1
)(

1 iYbiY ij
jj

i

))(( 2
)0( iWa ij   ;                   (5)

                               ))(())(( 2
)0(

1
)0()(

1 iWaiYbY ijij
j

i

  )()1( 1
)0()0()(

1 ibYbi jij
j

)1()( )(
12

)0()0(   iiaWa j
jij.

Введем следующую невязку:
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Тогда из условия  20 и леммы 1 [3] сле-
дует, что:
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Определим оценку 
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условия минимума суммы взвешенных квад-
ратичных отклонений:
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Тогда оценка 
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выражением (1) (при N ) существует и
является сильно состоятельной оценкой, т.е.
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Доказательство. Для доказательства
рассмотрим функцию:
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Тогда из условия 20 и леммы 1 [3] полу-
чаем, что:
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Первые два слагаемых в сумме 3V  в
силу условий 10, 20, 40 удовлетворяют усло-
виям леммы 1.2 [3, c.32]:
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Заметим, что
(6)
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Таким образом, (6) можно представить

в виде 2
2p  слагаемых, каждое из которых в

силу предположений 20, 40  сходится к нулю.
Аналогично (6) можно доказать, что и

все остальные слагаемые в  3V  сходятся к

нулю с вероятностью 1 при N . Следо-
вательно,
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Покажем, что решение задачи (1) суще-

ствует и достигается

в единственной точке 
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Для этого, вместе с задачей (1) рассмот-
рим функции:
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Тогда, если min  – минимальное харак-
теристическое число регулярного пучка
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то, следовательно, 0min  . Функция )(V
на интервале )1,( min   непрерывна и

нетрудно видеть из (8), что  
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следует, что
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на интервале )1,( min  имеет не более
одного корня. Нетрудно убедиться, что 1
и является корнем уравнения (9) и

1min  . Тогда из (7) непосредственно
следует справедливость утверждения.

Поскольку, как B~  – компакт и
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то решение задачи (1) всегда существует [4],
т.е. всегда существует оценка (1) (хотя для
произвольной конечной выборки она и не
обязана быть единственной).

Для доказательства практической со-
стоятельности решения нелинейным мето-
дом наименьших квадратов оценок линей-
ных разностных уравнений многомерной ав-
торегрессии из критерия (1) введем следу-
ющие обозначения:
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











 .

Тогда ),(  jjN abU  можно записать в
следующем виде:



   ,),( ,

)(
)(

T
jjWY

j
jjN abAYabU j



 

T
jjWY

j abAY j ,
)(

)( .

Для получения конструктивного метода
вычисления оценок из критерия (1) рассмот-
рим следующее выражение

  ),(ˆ),()ˆ,,( jjjjNjjN ababUabV

  
T

WYjj
Tj

jAabY ,
)(

)()(





   ),(ˆ

,
)(

)( jj
T

jj
T

WY
j ababAY j

  WY
T

WYjj
jTj

jj AAabYY
,,

)()(
)()()(

 
T

jjWY
TjT

jj abAYab j ,
)(

)()(2

  
T

jj
T

jjj aDabDb )()(ˆ
21

2

 jj
jTj abYY )()( )(


T

jj
W

T
WY

T
W

W
T
YY

T
Y ab

AAAA
AAAA

j

jjj

)(

)()()(

 
T

jjWY
Tj abAY j ,

)(
)()(2

  
T

jj
T

jjj aDabDb )()(ˆ
21

2

  jjj
jTj abYY 2)()( ˆ)





 

T
jj

W
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T
W

W
T
YY

T
Y ab

DAAAA
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j

jjj

2

1
ˆ

ˆ

)(

)()()(

T
jjWY

Tj abAY j 
,

)(
)()(2 .

Дифференцируя )ˆ,,(  jjN abV  по jb ,

ja  и приравнивая производную к нулю, имеем







T
jj

W
T
WY

T
W

W
T
YY

T
Y ab

DAAAA
AADAA

j

jjj

2

1
ˆ

ˆ

)(

)()()(

)(
,)(

jT
WY YA j ,                      (10)

отсюда

 
















)ˆ,,(min)ˆ(
21

~
jjN

CRB
a
b

N abVV
pp

j

j

 TjT
WYj

jTj YAYY j
)(

,
2)()(

)(
ˆ)(  .

(11)

                             
)(

,
2

1
)(

)(

)()()(

ˆ
ˆ

jT
WY

W
T
WY

T
W

W
T
YY

T
Y YA

DAAAA
AADAA

j
j

jjj





 .

Для функции )ˆ(NV  справедливо следу-
ющее утверждение:

1. Все корни уравнения 0)ˆ( NV  (если
они существуют) неотрицательны.

2. Уравнение (11) на полусегменте
 )(,0 min N  имеет не более одного корня

)(ˆ N , где min  – минимальное собственноее
обобщенное число регулярного пучка форм,
т.е. находятся корни уравнения

                              0
0

0
det

2

1

)(

)()()(













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
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
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




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AAAA
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T
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W
T
Yy

T
Y

j

jjj

.

(12)
3. Существование корней )(ˆ N  на

 )(,0 min N  является необходимым и доста-
точным условием существования единствен-

ности решения (1), причем T
jj ab )ˆ,ˆ(   опре-

деляются по формуле (10):



T
jj ab ˆˆ







1

2

1

)(ˆ
)(ˆ

)(

)()()(

DNAAAA
AADNAA

W
T
WY

T
W

W
T
YY

T
Y

j

jjj

)(
,)(

jT
WY YA j .                    (13)

Особенности численной реализации ал-
горитма:



1084

Известия Самарского научного центра Российской академии наук, т. 8, №4, 2006

- эти численные методы позволяют от-
ветить на вопрос “существует или не суще-

ствует” единственная оценка )(ˆ),(ˆ NaNb jj  ;
- определить начальное приближение,

гарантирующее сходимость итерационной
процедуры к единственной оценке

)(ˆ),(ˆ NaNb jj  ;
- вычислить с любой наперед заданной

точностью оценки  jj ab ˆ,ˆ .

Последовательность  )(ˆ i  определяется
следующим алгоритмом:

Шаг1 0. 0)0('ˆ  .

Шаг1 1. 2/))1('ˆ()('ˆ
min  ii , где

min  из (12).
Шаг1 2. Вычислить

   )('ˆ,,)('ˆ, iNaiNb jj    из (13).

Шаг1 3. Вычислить  )('ˆ iVN   из (111).

Шаг1 4. Если   0)('ˆ  iVN , тогда если

уравнение   0ˆ NV  имеет корень

 )(,0)(ˆ
min1 NN  , то последовательность

)0(ˆ),...,0('ˆ   конечна и

 )(),(ˆ)0(ˆ
min1 NN  , иначе перейти к

Шагу1 1.
Существует  )(),(ˆ)0(ˆ

min1 NN  , и

)(ˆ)(ˆlim 1 Ni
i




,   )(ˆ)(ˆ,ˆlim NbiNb jji 


 ,

  )(ˆ)(ˆ,ˆlim NaiNa jji 


 , где )(ˆ i ,

 )(ˆ,ˆ iNb j  ,  )(ˆ,ˆ iNa j   определяется следу-
ющим алгоритмом:

Шаг2 1. Вычислить  )(ˆ,ˆ iNb j  ,

 )(ˆ,ˆ iNa j   из уравнения (13).
Шаг2 2. Вычислить

  )()(ˆ)()(ˆ)1(ˆ )(
,

2)()(
)(

jT
WYj

jTj YAiYYii j

    

 

T
jj iNaiNb )(ˆ,)(ˆ,

   ))(ˆ,())(ˆ,( 1
2 iNbDiNb T

jjj

))(ˆ,())(ˆ,( 2 iNaDiNa T
jj   .

Шаг2 3. Перейти к Шагу2 1. На практике
вычисления прекращаются, если достигает-
ся заданная точность, т.е. выполняются ус-
ловия

   ))1(ˆ())(ˆ())1(ˆ( iViViV NNN  ,

где  – априори задаваемая точность нахож-
дения оценок.

Для подтверждения теоретических ис-
следований были проведены практические
эксперименты по реализации численных ме-
тодов стандартного и модифицированного
методов наименьших квадратов. Тексты про-
грамм оформлены в виде файлов данных си-
стемы Mathcad, функционирование про-
граммного  обеспечения происходит на пер-
сональных компьютерах типа IBM PC не
ниже класса Pentium при поддержке  опера-
ционных систем Windows 98, 2000, XP. В ос-
нове программного алгоритма заданна тес-
товая модель 2-х мерной авторегрессии

NiiZbZ j
ij

j
i ,1),1()(

1
)0()(

1   ,

 )1()(
2

)(
1

)(
1   iZY jj

i
j

i

 со следующими исходными параметрами:
r=1 – порядок авторегрессии; p2=2 – количе-

ство выходов, 2,1 pj  ; )2(

)1(

i

i
i z

zZ   – векторор

выходных значений, где ,...3,2,1i  индексс
нумерации дискретных моментов времени;

55.02.1
25.01

0 


G  – матрица “истинных” па-

раметров, где )25.0,1()0(
1 b ,

)55.0,2.1()0(
2 b  – вектора “истинных”

параметров согласно числу выходов p2;

)(
)()( )2(

1

)1(
1

1 i
ii




  – генерирующий шум авто-

регрессии как последовательность независи-
мых случайных величин, равномерно распре-
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деленных на интервале [-1;1], дисперсионная

матрица )1(
2

)1(
1

1 0
0

d
dD  , где )1(

jd = 3
1

. Соот-т-

ветственно уравнение авторегрессии будет
представлено выражением

)(1101 iZGZ ii   ,
а наблюдаемый сигнал

)(2 iZY ii  , )(2)2(

)1(

)2(

)1(
i

z
z

y
y

i

i

i

i 

где )(
)()( )2(

2

)1(
2

2 i
ii




  – помеха наблюдения вы-

ходного сигнала с дисперсией

)2(
2

)2(
1

2 0
0

d
dD  ,  которая изменяется в за-

висимости от gg, т.е. 


 


)1(
)2( j

j
d

d . Для цели

исследования состоятельности оценок исполь-
зован большой объем выборки N=1000. Пара-
метр gg дискретно принимает значения 1000,
4, 1, 0.25.  Результаты тестов оценок парамет-
ров, полученных классическим и модифици-

рованным МНК, приведены на рис.1-2.
Разработанный критерий оценки ошиб-

ки “малости” предсказания путем минимиза-
ции отношения двух квадратичных форм от-
носится к методам параметрической иденти-
фикации линейных динамических объектов,
где параметры оцениваются в условиях апри-
орной неопределенности. Предложенный ите-
рационный алгоритм минимизации критери-
ев, получаемых на основе пошагового оцени-
вания до заданной точности матрицы парамет-
ров уравне-ния многомерной авторегрессии на
основе стохастического градиентного алгорит-
ма ми-нимизации функционала, позволяет
получать состоятельные оценки лишь при ап-
риорном знании отношения дисперсий помех
во входном и выходном сигналах.
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