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Введение
В данной работе рассмотрен один из ти-

пов модовых решений параксиального вол-
нового уравнения (или уравнения Шредин-
гера) в цилиндрических координатах. Эти
решения описывают семейство световых по-
лей, которые сохраняют свою структуру, из-
меняясь только масштабно. Так как функции,
описывающие эти моды, содержат вырожден-
ную гипергеометрическую функцию, то их
называют гипергеометрическими (ГГ) мода-
ми. Ранее были исследованы такие решения
параксиального волнового уравнения: в де-
картовой системе координат - моды Эрмита-
Гаусса [1], в цилиндрической системе коор-
динат – моды Лагерра-Гаусса [2] и моды Бес-
селя [3], а также в эллиптической системе
координат - пучки Айнса-Гаусса, названные
так, поскольку их решение получается в виде
произведения гауссовой функции на много-
члены Айнса [4-8]. Известны также моды
Эрмита-Лагерра-Гаусса [9], которые в зави-
симости от некоторого параметра могут пе-
реходить в моды Эрмита-Гаусса или Лагер-
ра-Гаусса.

ГГ моды как и параксиальные моды Бес-
селя обладают бесконечной энергией. На прак-
тике их можно сформировать только прибли-
женно и на конечном расстоянии с помощью
спиральной фазовой пластины [10-12], осве-
щенной плоской волной. У любой ГГ моды
при n0 всегда (кроме начальной плоскости)
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хгофа. Данные моды отличаются от известных параксиальных мод (гауссовых, бесселевых) тем,
что их основной радиус увеличивается как корень квадратный от пройденного расстояния, а
расстояние между соседними максимумами (или минимумами) в картине дифракции обратно
пропорционально радиальной координате.

в центре (на оптической оси) имеется нуль
интенсивности, характерный для оптических
вихрей [13]. Кроме этого амплитуда ГГ моды
в начальной плоскости (z=0) имеет гипербо-
лическую особенность 1/r при r=0.

Подробно гипергеометрические моды
рассмотрены в [14, 15]. Однако полученные
аналитические решения оказались довольно
сложными для программной реализации в
связи с численной неустойчивостью прямо-
го расчета гипергеометрических функции,
входящих в состав мод. При больших значе-
ниях аргумента происходит переполнение
значения функции. Основной задачей данной
работы является разработка и реализация
новых методов для расчета ГГ мод. Также
проведено сравнение распространения точ-
ных бесконечных ГГ мод в свободном про-
странстве с модами, ограниченными аперту-
рой и рассчитанных с использованием интег-
рала Кирхгофа.

Гипергеометрические моды
Параксиальное волновое уравнение в

цилиндрических координатах (уравнение
типа Шредингера) имеет вид:
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где (r, j) – поперечные полярные координа-
ты, z- координата, направленная вдоль опти-
ческой оси, k=2p/l-волновое число света с
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длинной волны l. Уравнению (1) удовлетво-
ряют функции, образующие ортонормирован-
ный базис:
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где n0 – целое число, g  – комплексное чис-
ло; данные числа в дальнейшем будем назы-
вать параметрами ГГ мод; w – вещественный
параметр, задающий масштаб ГГ моды, ана-
логичен радиусу перетяжки гауссового пуч-
ка (в данной статье будут рассмотрены пуч-
ки для которых w=1); Г(x) – гамма функция;
1F1(a,b;x) – вырожденная (или конфлюэнтная)
гипергеометрическая функция:
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Выражение (3) может также быть запи-
сано в виде ряда Тейлора (функция Куммера):
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где (a)m=a(a+1)(a+2)…(a+m-1)– символ Пох-
гаммера, (a)0=1.

В выражениях (2) и (3) используется гам-
ма функция для вещественного аргумента [16]:
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Решение (2) можно записать для случая
с отрицательными значениями параметра
моды n<0:
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При этом на нулевом расстоянии вдоль
оптической оси, при z = 0:
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Выражение (7) является входной функ-
цией при численном моделировании распро-
странения ограниченных апертурой ГГ мод,
т.е. подынтегральной функцией для интегра-
ла Кирхгофа или более точного интеграла
распространения:
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где 2 2 2( ) ( )r x y z      , E0(x,h) – входноее
световое поле в декартовых координатах,
вычисляемое с помощью (7). Далее выходное
поле E(x,y,z), полученное с использованием
(8) сравнивается с полем, вычисленным при
помощи аналитических решений (2) и (6).

Алгоритм расчета
Первым шагом в написании алгоритма,

реализующего решение (2) было исследова-
ние гамма-функции (5). Для данного семей-
ства гамма-функций имеется ряд численных
методов для вычисления ее значений на ком-
пьютере, однако все они приводят к резуль-
тату гораздо худшему, чем аппроксимация
методом Ланцоша (метод, полученный мате-
матиком, занимавшимся симметричной про-
блемой собственных значений) [17]:
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где N и u – произвольные параметры уравне-
ния, c0…cN – весовые коэффициенты, e – по-
грешность вычислений. Выражение (9) спра-
ведливо для x > 0, для других значений аргу-
мента используют формулу отражения [18]:

(1 )
( )sin( ) (1 )sin( )

xx
x x x x
 

 
   

   .    (10)

Основной проблемой при исследовании
численного решения (9) был подбор опти-
мальных параметров N и u, при которых мож-
но было вычислить коэффициенты c0…cN.
Для этого была построена система линейных
алгебраических уравнений с N неизвестны-
ми и вычислены все значения искомых коэф-
фициентов. Опытным путем удалось устано-
вить, что оптимальным является решение для
N = 6 и u =5. При этом погрешность была
минимальной:

102 10 , Re 0e x   .               (11)



586

Известия Самарского научного центра Российской академии наук, т. 9, №3, 2007

Условие (11) справедливо так же для ком-
плексного аргумента x . Стоит отметить, что
(9) численно не устойчиво при решении с
большими значениями аргумента x (такими,
которые необходимы для получения ГГ пуч-
ка), поэтому при моделировании использова-
ли стандартный подход логарифмирования
обеих частей выражения (9).

Следующим шагом было изучение ги-
пергеометрической функции. Наиболее удоб-
ным выражением для моделирования явля-
ется (4). Перепишем данную формулу для
конечного числа членов ряда:
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причем M должно удовлетворять условию:
2

1 1 1 1( , , ) ( , , )M MF a b x F a b x e  ,           (13)
где e определяется из (11).

Метод (12) с условиями (13) и (11) на
первый взгляд удобный для компьютерного
моделирования, оказался численно неустой-
чивыми при больших аргументах x (необхо-
димыми для получения ГГ пучка). Имеется
предел устойчивости вычислений комплекс-
ного распределения светового поля (6), при
котором сумма (12) еще не расходится. Ил-
люстрация достижения такого предела при-
ведена на рис. 1. Был проведен численный
эксперимент, со следующими параметрами:
выходное изображение имело 512512 точек
дискретизации, размер 4,44,4 мм, длина вол-
ны света l = 633 нм, параметры моды g=2, n=4.
Из рис. 1 видно, что на расстоянии z = 480
мм при достижении крайних значений аргу-
мента происходит паразитный всплеск ин-
тенсивности. Это связанно с расходимостью

суммы (12) при больших значениях x (ниже
будет показаны допустимые пределы).

Для (12) аргумент вычисляется по формуле:
2

2
ikrx

z
 .                             (14)

Таким образом, увеличение расстояния
z уменьшает значение аргумента (14). И дей-
ствительно, на рис.2 показана та же ГГ мода,
но на расстоянии z=500 мм. В данном случае
становятся заметны шумовые колебания ин-
тенсивности на краю, однако всплеска не
наблюдается.

Используя (14) можно установить пре-
дельно допустимое значение аргумента фун-
кции (12). Так,  используя самый точный тип
вещественных чисел (long double) для a = 2,5-
2i и b = 5  Re x < 48,02103. Данный момент
накладывает ограничение на использование
выражения (4) при расчете гипергеометри-
ческих функций.

Рассмотрим выражение (3). При числен-
ном интегрировании оно примет вид:
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причем M, аналогично как для (12) должно
удовлетворять условию (13).

Исследования показали, что в этом слу-
чае не возникает ограничений, связанных с
ростом аргумента гипергеометрической фун-
кции. Были получены хорошие результаты в
тех случаях, когда выражение (12) неприме-
нимо. На рис. 3 и 4 показана  ГГ мода с теми
же параметрами, что и на рис. 1 и 2, но на
расстоянии z=300 мм.

Рис. 1. Радиальное распределение  интенсивности
ГГ моды с параметрами g=2, n=4 на расстоянии

z=480 мм.

Рис. 2. Радиальное распределение  интенсивности
ГГ моды с параметрами g=2, n=4 на расстоянии

z=500 мм.
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Расчет аналитического решения (2) с
помощью (12) и (15) сравнивался на основе
среднеквадратичного отклонения:
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где E0(x,y,z) – комплексная амплитуда поля,
вычисленная с использованием (15); E(x,y,z) –
комплексная амплитуда поля, полученная при
помощи (12).

В результате сравнения численной реали-
зации (2) через сумму (12) и интегрирование
(15), оказалось, что в области допустимых зна-
чений аргумента алгоритма (12) различие не-
существенно (точность до константы). На
рис.5 продемонстрированы обе реализации на
расстоянии z = 1000 мм. Из графиков видно,
что решения идентичны и различаются толь-
ко константой, поэтому для сравнения (12) и
(15) с помощью (16) прибегали к нормировке
обоих решений (максимальное значение при-
равнивалось к единице).

Результат моделирования распростране-
ния ограниченной апертурой Rвх= 2,2 мм ГГ
моды (7) с помощью интеграла (8) представ-
лен на рис.6.

Из рис. 6 видно, что кривая интенсивно-
сти близка к кривой, изображенной на рис.
5, то есть с некоторой погрешностью вполне
можно сформировать ГГ моду с помощью
ограниченного апертурой распределения (7).

Оптимизация алгоритма
Вычисления гипергеометрических функ-

ций (полиномиальной или интегральной реа-
лизации) на компьютере для относительно
больших значений параметра g  является очень
медленными. Например, для расчета моды с
параметрами g=–10, n=4, при выходном изоб-
ражении 512512 точек дискретизации, раз-

Рис. 3. Радиальное распределение интенсивности
ГГ моды с параметрами g=2, n=4 на расстоянии

z=300 мм.
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Рис. 4. Распределение инвертированной
интенсивности (а) и фазы (б) ГГ моды с параметрами

g=2, n=4 на расстоянии z = 300 мм

а)             б)  

Рис. 5. Радиальное распределение интенсивности
ГГ моды с параметрами g=2, n=4 на расстоянии z = 1000

мм:
а) реализация через интегральное представление (15);
б) реализация через полиномиальное представление (12)

Рис. 6. Радиальное распределение интенсивности
ограниченной апертурой ГГ моды с параметрами

g=2, n=4  на расстояния z = 1000 мм
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мера 88 мм, длина волны света l = 633 нм,
для расстояния z = 1000 мм на современном
компьютере с частотой 2,2ГГц требуется 2 часа
работы. Если рассчитывать моду при тех же
условиях, но для g=–1, то потребуется всего 5
секунд. Для некоторых мод время вычисления
занимало больше рабочего дня, поэтому же-
лательно произвести оптимизацию алгоритма.
Для этого был использован подход развертки
радиально-симметричной функции, которая
легко прослеживается в выражениях (2) и (6).
Данный подход применялся в работе [19] и
заключается в выявлении повторно вычисля-
емых близких по значению функций с различ-
ными значениями аргумента, сохранении и
повторном использовании этих значений без
затрат вычислительных ресурсов.

Перепишем (2) в следующем виде:
( , , ) ( , , , )exp( )nE r z G r z n in    ,       (17)

где для целого n
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где wn зависит от знака индекса n:

( 1) , 0
1,

n

n
если n

иначе


   


.

В выражении (17) и (18) функция G  яв-
ляется радиально симметричной, следователь-
но, для вычисления всего поля ее значений,

необходимого для восстановления изображе-
ния пучка потребуется вычислить всего лишь
1/8 часть всей матрицы (на рис.7 эта область
отмечена штриховыми линиями). Затем остав-
шуюся часть матрицы G заполняют, развора-
чивая по ней полученные значения.

Отличие результата, полученного таким
оптимизированным алгоритмом, от предыду-
щих составило величину соизмеримую с ма-
шинной погрешностью вычислений, а время
вычислений сократилось с 2 часов до 15,5
минут.

Численные эксперименты
Решение уравнение (1) в цилиндричес-

ких координатах можно представить анали-
тическим решением (17), тогда мы получим
комплексное распределение бесконечного
светового поля и такие поля можно называть
гипергеометрическими модами. Моделиро-
вать распространение светового поля (7) для
конечной апертуры можно используя преоб-
разование Кирхгофа. Далее рассматривается
влияние на модовые свойства ГГ мод такого
усечения светового поля.

Сравнение полученных распределений
интенсивности и фазы на расстоянии z = 1000
мм при различных значениях параметра 
приведено на рис. 8.  Параметры расчета
были выбраны следующие: изображения
20482048 точек дискретизации, размером
88 мм.

Для корректной оценки среднеквадра-
тичного отклонения по формуле (16) получен-
ные распределения интенсивности были нор-
мированы по формуле:

,

( , , )( , , )
max ( , , )

x y

E x y zE x y z
E x y z

  .             (19)

Выражение (19) приводит значения распре-
делений поля по интенсивности в диапазон [0,1].

На рис. 9 показано сравнение распростране-
ния аналитической и ограниченной ГГ моды с
параметрами =-10, n=4, для входных картинок
высокого разрешения (20482048), а на рис. 10 –
зависимость среднеквадратичного отклонения
от расстояния распространения, для более низ-
кого (512512), поскольку время вычисления
возрастало с суток до недель.

Начальное падение СКО вызвано форми-
рованием моды, которая становится ближе кРис. 7. Метод радиальной развертки матрицы G
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аналитической, начиная с расстояния zmin 
2000 мм, что видно из рис. 10.

При формировании ограниченного апер-
турой ГГ-пучка его модовые свойства сохра-

няются только до некоторого расстояния zmax.
Эта ситуация аналогична случаю формиро-
вания ограниченных бесселевых мод, поэто-
му можно написать:

Рис. 8. Распределение интенсивности и фазы для ГГ мод
на расстоянии вдоль оси распространения z = 1000 мм

Аналитическое решение Моделирование с использованием интеграла (8) Параметры 
моды, 
СКО инверт. интенсивность фаза инверт. интенсивность фаза 

=-10, 
n=4 

= 23,3% 

    

=0, n=4 

= 16,5% 

    

=10, n=4 

= 18,1% 

    
 

Рис. 9. Распределение инвертированной интенсивности для ГГ мод
на различных расстояниях вдоль оси распространения z
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max
вхkR

z


 ,                          (20)

где 2 2
max maxвхR x y   – размер входного изоб-

ражения (для рис. 8 и 9 Rвх= 4 мм).
Из (20) для ГГ моды, рассмотренной на

рис. 9, получаем zmax  5000 мм, что согласу-
ется с результатами численных эксперимен-
тов. Из рис. 9 видно, что на z = 5200 мм пу-
чок, полученный с использованием интегра-
ла (8) имеет уже не такую четкую кольцевую
структуру как аналитическое решение, т.е.
можно сделать вывод что ГГ мода с этого рас-
стояния начинает разрушаться.

Заключение
В заключении кратко сформулируем по-

лученные результаты.
Для расчета аналитически полученно-

го решения уравнения (1) в виде гипергео-
метрических мод (2) реализованы различные
алгоритмы расчета.

Проведено сравнение реализации ги-
пергеометрических функций через полино-
миальное представление (4) и интегральное
(3). Показано, что интегральное является бо-
лее устойчивым к росту значения аргумента.

Произведена оптимизация алгоритма
вычисления ГГ мод за счет радиально-симмет-
ричного характера радиальной составляющей
мод, которая ускорила его работу в 8 раз.

Выполненено сравнение аналитичес-
кого решения (1), которое получено для бес-
конечной ГГ моды, и моделирования распро-
странения ограниченного поля (7) с помощью
интеграла Кирхгофа.
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