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Важным моментом при анализе многомер-
ных статистических взаимосвязей является оп-
ределение как степени связанности всех пере-
менных, так и степени взаимосвязи отдельных
групп переменных. Для этого уже разработан ряд
подходов, например, на основе парных корре-
ляций или дисперсионных отношений [1, 2].
Однако существует ряд видов статистических
взаимосвязей, идентификация которых выше-
указанными методами невозможна.

В связи с этим актуальной является раз-
работка нового подхода к определению сте-
пени связанности переменных. В ряде работ,
например [1, 3], говорится, что взаимную ин-
формацию можно использовать в качестве
меры связи, а в [1] также отмечается, что ин-
формационная мера должна дать более точ-
ные оценки при идентификации нелинейных
объектов, однако дальнейшего развития дан-
ная идея не получила.

В статье предлагается подход, основан-
ный на информационных мерах. Рассмотрим
статический нелинейный объект с n входны-
ми переменными nn

n RXxxx  },...,{ 1  и
одной выходной переменной 1RYy  ,

)(xfy  . Как известно /3,4/, совместная ин-
формация статистической связи нескольких
переменных может быть представлена в виде
суммы взаимных и взаимных условных ин-
формаций следующим образом:


12121 |),...,( xyxyxxxxy III

n
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где  xdimn   – количество входных переменных;
1yxI  – взаимная информация связи вы-

ходной переменной y с входной x1;
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12 |xyxI  – взаимная информация связи вы-
ходной переменной y с входной x2, при усло-
вии, что известно значение входной перемен-
ной x1;

121 ...| nn xxxyxI  – взаимная информация связи
выходной переменной y с входной xn, при
условии, что известны значения входных пе-
ременных x1…xn-1.

Докажем, что информацию статистичес-
кой связи n переменных можно представить
в виде взвешенной суммы взаимных и вза-
имных условных информаций по всем воз-
можным сочетаниям входных переменных.

Теорема. Пусть справедливо соотношение
(1), тогда имеет место следующее разложение:
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где n – количество входных переменных;
k
nC  – количество сочетаний по k элемен-

тов из n;
i1, i2,…, in –  индексы входных перемен-

ных, пробегающие значения в диапазоне 1…n;
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I  — сумма по всем
ik, таким, что ik не равно ik-1, ik не равно ik-2,…, ik не равно i1.
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Доказательство приведено в приложении.
Каждый член разложения (2) представ-

ляет собой взаимную информацию, вычис-
ленную на различных срезах многомерной
плотности распределения. Поскольку в дру-
гих методах идентификации плотность рас-
пределения используется только в качестве
весовой функции, а сами моменты вычисля-
ются относительно значений переменных, то
предлагаемый метод должен иметь значи-
тельные отличия. Как будет видно ниже, ос-
новное отличие заключается в способности
к определению степени связи между перемен-
ными в случае функционально неоднознач-
ных взаимозависимостей.

Для иллюстрации использования инфор-
мационных мер проведем их сравнение с из-
вестными мерами, а именно, с корреляцион-
ными и дисперсионными отношениями.

Пример 1. Рассмотрим линейную зависи-
мость выходной переменной y от 3 независи-
мых входных переменных 321 xxxy  .
Диапазон изменения входных переменных
ограничим отрезком  4;5  с равномерным
распределением значений по диапазону.
В этом случае 311.0
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дует обратить внимание на тот факт, что все
отношения вида
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т.е. определяют вклад каждой входной пере-
менной в выходную. Для сравнения рассчи-
таны коэффициенты корреляции, при этом

отношение коэффициента  корреляции каж-
дой входной переменной к сумме этих коэф-
фициентов также равно 0,333. Такое точное
совпадение информационных мер с корреля-
ционными будет наблюдаться только при оди-
наковом вкладе каждой переменной в выход-
ную, однако оно показывает возможность
применения приведенного разложения при
анализе взаимозависимостей в статистичес-
ких данных.

Пример 2. При анализе нелинейных свя-
зей сравнение предлагаемого подхода необ-
ходимо проведем с дисперсионным анализом,
т.к. корреляционный подход не позволяет
получить надежных оценок в нелинейном
случае. Рассмотрим зависимость выходной
переменной y от 3 независимых входных пе-
ременных 3

2
21 xxxy  . Диапазон измене-

ния входных переменных ограничим отрез-
ком  4;5 .

Рассматриваемая зависимость является
аддитивной относительно функций от вход-
ных переменных, поэтому множественное
дисперсионное отношение можно предста-
вить в виде суммы парных дисперсионных
отношений [2]:

321 ,,,1 xyxyxy   .
Расчет показывает, что 787.0

2, xy ,
106.0

31 ,,  xyxy  , что показывает равный
вклад первой и третьей переменной в диспер-
сию выходной, и значительное превышение
вклада второй переменной по сравнению с
другими.

Соотношение информационных мер так-
же указывает на больший вклад второй вход-
ной переменной в выходную:
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Можно заметить, что отношения вида
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 близки к соответствующим парным
дисперсионным отношениям (0.13/0.106,
0.739/0.787, 0.13/0.106), что также подтвер-
ждает возможность применения вышеприве-
денного разложения для анализа статистичес-
ких взаимосвязей.

Пример 3. В завершении, рассмотрим
зависимость выходной переменной y от
3 независимых входных переменных
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2 xxxy  , являющуюся функцио-
нально неоднозначной ( 2
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1 xxxy  ).
Диапазон изменения входных переменных ог-
раничим отрезком  4;5 .

Расчет как парных корреляций, так и
парных дисперсионных отношений, дает ну-
левую связь выходной переменной с любой
из входных, однако выходная переменная за-
висит от входных, точнее каждому набору
значений входных переменных соответству-
ют два значения выходной переменной. Рас-
чет информационных мер дает результат, го-
ворящий о наличии статистической взаимо-
связи:
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 В данном случае все переменные оди-
наково влияют на выходную, что следует из
симметричности формулы относительно
входных переменных и того условия, что они
независимы и пробегают один диапазон зна-
чений с равномерным распределением, при
этом все отношения вида
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т.е. показывают вклад каждой входной пере-
менной в выходную.

ПРИЛОЖЕНИЕ

Доказательство теоремы. Для двух
входных переменных формула (1) имеет вид:

12121 |),( xyxyxxxy III  .               (3)
Очевидно, что порядок символов x1 и x2

в данном разложении несуществен, поэтому
можно также записать:

21221 |),( xyxyxxxy III  .               (4)
Попарно суммируя левые и правые час-

ти (3) и (4), получаем:
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После деления обеих частей на 2 и груп-
пировки подобных членов, получаем:
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Аналогичные выкладки можно провес-
ти для любого числа переменных, например,
при n=3, получаем:
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Замечая, что
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и т.д., и используя метод математической индук-
ции, получаем разложение (2). Теорема доказана.
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