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Введение
Проблемы синтеза оптимального [1]

программного углового движения механи-
ческой конструкции космического аппара-
та (КА) при его пространственном поворот-
ном маневре (ПМ) наиболее актуальны для
решения задач оптико-электронного наблю-
дения заданных участков поверхности Зем-
ли и пространственной транспортировки
грузов космическими роботизированными
модулями (КРМ). В предыдущих работах
автора [2,3] представлены некоторые ре-
зультаты аналитического синтеза програм-
мы ПМ КА на заданном интервале време-
ни ],[T 0p

p
f

p ttt  , p
pp

f Ttt  0  с краевыми
условиями общего вида и аналитического
расчета [3] соответствующего программно-
го управления силовым гироскопическим
комплексом (СГК) минимально избыточной
структуры. Полученные при этом програм-
мы ПМ КА не являются единственными,
поэтому возникают задачи расчета как стро-
го оптимальной программы пространствен-
ного ПМ, представляющей ее предельные
свойства по функционалу “управлений” из
пространства Соболева ],[W 0

3
2

p
f

p tt  [4], так
и приближенно оптимальной программы
ПМ, которая рассчитывается по явным ана-
литическим соотношениям. Статья содер-
жит решение этих задач, результаты сопо-
ставления полученных программ ПМ КА,
а также результаты аналитического синте-
за законов гиросилового наведения КА с
помощью СГК кратной схемы на основе
шести гиродинов (ГД) [5].
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Задача оптимизации
поворотного маневра
Задача оптимизации ПМ КА на заданном

интервале времени pT  состоит в определе-
нии кватерниона ориентации )(t  связанно-
го с корпусом КА базиса }{ ibB   относитель-
но известного инерциального базиса I , век-
торов угловой скорости )(t и  ускорения

)(t  для кинематических соотношений
)()()( 2

1 ttt   ;
)()( tt   ;                          (1)

)()()()( tttt   v ;
из условия минимизации интегрального квад-
ратичного критерия
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t
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при заданных краевых условиях для кватер-
ниона }{,,0 i  )( , векторов

}{ i  и    }{ i  на левом ( ptt 0 ) и
правом ( p

ftt  ) концах  ПМ:
 00 )(  pt ; 00 )(  pt ; 00 )(  pt ;  (3)

 f
p
ft  )( ; f

p
ft  )( ;  fft  )( .   (4)

Здесь вектор )(tv  считается “управ-
лением” и физически представляет собой
абсолютную производную вектора ускорения

)(t  базиса B  относительно  базиса а I .
Определение углового положения КА в

инерциальном базисе I  с помощью кватер-
ниона )(t  весьма рационально, но не явля-
ется единственным. При применении углов
Эйлера-Крылова в последовательности ''2'31
(первый элементарный поворот на угол  ,
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второй поворот на угол   и, наконец, третий
поворот на угол  ) исходные прямые и об-
ратные кинематические соотношения с ис-
пользованием составленного из указанных
углов вектора-столбца },,{   имеют вид

 )(D ;  )(C . (5)
Здесь матрицы
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где введены обозначения   cosC  и
 sinS .

Отметим, что задача оптимизации фун-
кционала (2) топологически эквивалентна
задаче оптимизации

  min)(|)(|I  v
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t pp

v   (6)

наиболее важного для практики функциона-
ла 1I , имеющего ясный физический смысл –
среднее значение модуля ускорения КА (либо
КРМ) относительно инерциального базиса I
в процессе его поворотного маневра.

Оптимальное одноосное движение
Такая задача конечно является элемен-

тарной: на заданном интервале времени
],[T 0p

p
f

p ttt  , p
pp

f Ttt  0  для системы
 ;  ; v            (7)

с заданными краевыми условиями
0

0 )(  pt ; 0
0 )(  pt ; 0

0 )(  pt ,    (8)
fp

ft  )( ; fp
ft  )( ; fp

ft  )(    (9)
необходимо найти скалярное “управление”

)v(t  в задаче оптимизации (2). Вводится фун-
кция Гамильтона v2/v2 pH 
и система дифференциальных уравнений для
сопряженных переменных

0/  H ;
 /H ;    (10)

 /Hp .
Из условия оптимальности  0vv/  pH

принципа максимума Понтрягина следует,

что оптимальное “управление” имеет вид
)()(v tpt  . Решение сопряженной системы

(10) получается в явном виде как  ct)( ;
)()( 0

pttcct   ; 2/)()()( 2
00
pp ttcttcctp   ,

где постоянные c , c  и c  следует опреде-де-
лить по заданным  краевым условиям (8) и (9).

Структура оптимального “управления”
)()(v tpt   известна, поэтому решение исход-

ной системы (7) также представляется в яв-
ном аналитическом виде
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Наконец, три постоянные c , c  и c
определяются в явном виде при подстановке

)( p
ft , )( p

ft  и )( p
ft  решения (11) в задан-

ные краевые условия (9).
Таким образом, оптимальное по крите-

рию (2) движение КА относительно произ-
вольной k-ой оси представляется функцией

)(k t  в классе полиномов (сплайнов) пятой
степени нормированного времени

]1,0[/)( 0  p
p Ttt  с аналитическими за-

висимостями
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 (12)

где 0
k

0
k , , 2,3,1k   – начальные скорость и
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ускорение в элементарном повороте, а коэф-
фициенты 53, iai  определяются в явномм
виде по векторно-матричному соотношению






































)(
)(

2/

0
kk

2

0
k

0
kk

20
k

0
k

0
k

f
k

5

4

3

f
p

p
f

p

pp

T
TT
TT

a
a
a

A    (13)

с матрицей
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Приближенно оптимальное
пространственное движение
Приближенное оптимальное решение

пространственной задачи основывается на
необходимом и достаточном условии разре-
шимости классической задачи Дарбу – опре-
деления )(t  в аналитическом виде (в томм
числе в квадратурах) из уравнения

 )()()( 2
1 ttt   при известных 0  и

)(t .
Введем базис 0E , фиксированный в

инерциальном базисе I  кватернионом  0
(1), и подвижные базисы  kE  ( ,...n1k  ), гдеде
базис nE  совпадает со связанным базисом B .
Необходимое и достаточное условия разре-
шимости задачи Дарбу состоят в возможнос-
ти представления вектора угловой скорости

)(t  в виде
)( )()( )( 11-nn tttt   ,

где вектор )(tk  имеет неизменное направ-
ление в базисе 1kE  и является вектором уг-
ловой скорости базиса kE  относительно ба-
зиса 1kE , т.е. в виде

),() )() )())(()(~
)(()(~)(()(~ )( )(

n1-n2-n
0
12-n

-3n
2-n1-n

2-n
1-nn

1-n
n

ttttt

tttttt
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

где вектор-столбец )(1-k
k t , ,...n1k   состав-

лен из проекций вектора )(k t  фиксирован-
ного направления в базисе 1-kE , а )(k t  яв-
ляется кватернионом ориентации базиса kE
относительно базиса 1kE .

Решение поставленной задачи представ-
ляется как результат сложения трех одновре-
менно происходящих элементарных поворо-
тов “вложенных” базисов kE  вокруг ортов ke
осей Эйлера, положение которых определя-
ется из краевых условий (3), (4) исходной
пространственной задачи. Кватернион )(t
ориентации КА в базисе I  определяется про-
изведением

 )()()()( 3210 tttt   .     (14)
З д е с ь  д л я  1,2,3k   к в а т е р н и о н

)/2))(sin()/2),((cos()( kkkk ttt  e , где
)(k t  и ke  – текущий угол и орт оси Эйлера k -

го поворота. В силу неподвижности орта ke  в
базисе 1kE  имеем kkk )()( ett   ,

kkk )()( ett    и  kkk )()( ett   . Обозначения
краевых условий всех 3 элементарных поворо-
тов относительно ортов ke  приведены в табл. 1.

Пусть кватернион f 0
*
0

~)(  

имеет орт оси Эйлера /2)sin(/3
  e  тре-

тьего поворота, где угол )arccos(2 0
  

вычисляется по значениям кватернионов 0
и f . Для первого и второго элементарных
поворотов принимаются начальные и конеч-
ные значения кватернионов в виде

1 )()()()( 202101
p
f

pp
f

p tttt  ,   (15)
а краевые условия по кватерниону для третье-
го элементарного поворота – в виде (мат ф)

1)(3
p

0t ,
/2))sin(/2),(cos()( 33

ffp
ft   e ,

где 
  f , 1  – единичный кватернион, чтоо

соответствует значениям углов 02
0
1  f ,

02
0
2  f  и 00  , представленным в

табл.. Орт 1e  оси Эйлера первого поворотаа
назначается из условия его ортогональнос-

Таблица. Краевые условия

 
k
  

Тип  
 элементарного 

 движения 

Краевые условия на левом 
конце траектории  

( ptt 0 ) 

Краевые условия на  
правом конце траектории 

( p
ftt  ) 

              

1 Движение по  орту 1e  0
1  0

  0
  f

1  f
  f

  
2 Движение по орту 2e  0

2  0
  0

  f
2  f

  f
  

3 Движение по орту 3e  0
3  0

  0
  f

3  f
  f

  
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ти к орту 3e  по следующему простому ал-
горитму:

000  e ; fff  e ;
000  e ; fff  e ;

1) 3300 ,: eeeea    и  если 0||  aa ,
то a/1 ae  ;
2) иначе
 33,: eeeea  

ff   и  если  0|| a ,
то a/1 ae  ;
3) иначе
 3300 ,: eeeea     и  если  0|| a ,
то a/1 ae  ;  (16)
4)  иначе

33,: eeeea  
ff   и  если  0|| a ,

то a/1 ae  ;
5)  иначе

третий поворот относительно орта оси  Эй-
лера 3e  является единственным, т.е.  кватер-
нионы 1 )()( 21 tt  .

Наконец, орт 2e  оси Эйлера второго по-
ворота определяется по стандартной форму-
ле 132 eee   из условия аналитического по-
строения правого ортонормированного бази-
са на совокупности ортов 1e , 2e  и 3e .

В с е  в е к т о р ы  kkk )()( ett   ,
kkk )()( ett    и  kkk )()( ett    в каждом эле-

ментарном повороте представляются в ана-
литическом виде при явном задании функций
времени )(k t  (12), оптимальных по крите-
рию (2) для элементарных вращений. Вектор
угловой скорости )(t , векторы угловогоо
ускорения )(t  (и при необходимости егоо
производной )(t  – “управления” )(tv  в (1))
при начальных обозначениях векторов

)()( 1
(1) tt   , )()( 1

(1) tt   , )()( 1
(1) tt   

определяются  аналитически по рекуррент-
ному алгоритму: для верхних индексов

2,3k   последовательно вычисляются
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(17)

в итоге искомые  векторы получаются  как
)()( (3) tt   , )()( (3) tt    и )()()( (3) ttt    v .

Функции переходов )(k t  по углам по-
ворота в элементарных движениях  относи-
тельно ортов 2,3,1k,k e  должны удовлетво-
рять краевым условиям (см. табл. 1):

по угловым скоростям
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по  угловым ускорениям
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(19)

Краевые условия (18) и (19 получаются
на основе рекуррентного алгоритма (17) с
учетом условий (15) для значений кватерни-
онов первого и второго поворотов на правом
и левом краях поворотного маневра.

Элементарные повороты конечно мож-
но выполнять и при совмещении ортов Эй-
лера ke  с ортами  kb  базиса а B . При этомм
функции переходов )(k t  по углам поворотаа
в элементарных движениях соответствуют
углам Эйлера-Крылова в выбранной после-
довательности и краевые условия  должны
вычисляться с использованием нелинейных
кинематических соотношений  (5). Рассмот-
рим практический пример ПМ, соответству-
ющий пространственному угловому перехо-
ду к цели наблюдения на противоположен-
ной стороне полосы обзора за время

 76pT с. Пусть заданы краевые условия
}8,39.09-35.4,37.2{ ;

}3020,56.92,-{f ;
c/}0.125- 0.485, 0.05,{0

 ;
cf /}0.142- 0.265,- 0.286,{  ;
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2
0 /}0.000240- 0.000575, 0.002459,{ c ;

2/}0.000320 0.002348,- -0.003241,{ cf
 ;

и пространственный поворотный маневр вы-
полняется по оптимальному закону для каждо-
го элементарного поворота в двух вариантах:

a) для указанных углов Эйлера-Крылова
относительно ортов  kb  базиса B ;

b) для последовательности поворотов
относительно выбранных ортов Эйлера ke .

Полученные численные результаты пред-
ставлены на рис. 1 и рис. 2. Функционал 1I
(6) принимает значения  0.057I1  рад/ 2c  в

варианте )a  и  0.051I1  рад/ 2c  в варианте
)b , т.е. по функционалу 1I  вариант )b  имеет

“выигрыш” в 11%. По исходному функцио-
налу 0I  (2) такой “выигрыш” составляет 22%.
Рис. 2 ясно иллюстрирует преимущества ва-
рианта )b  также в отношении максимально-
го уровня модуля ускорения. На основании
многочисленных расчетов с самыми разнооб-
разными краевыми условиями установлено,
что вариант )b  формирования приближенно
оптимального ПМ всегда имеет выигрыш по
сравнению с вариантом )a  –  до 40% по фун-
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Рис. 1. Изменение кинематических параметров при поворотном маневре: вариант a) слева
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кционалу 1I  для ПМ при больших углах.
Оптимальный поворотный маневр
Для исходной нелинейной задачи (1) –

(4) составляется функция Гамильтона

,,,
,, 2

1
2
1





vp
vv



 H

а для сопряженных переменных (кватернио-
на   и векторов p, ) –  сопряженная систе-
ма дифференциальных уравнений

 2
1/  H ;





;
~

~/

2
1

2
1









 c

H
        (20)

  /Hp ,
где постоянный [1] вектор }{ k  cc  в даль-
нейшем должен определяться. Условие опти-
мальности 0pvv  /H  в соответ-
ствии с принципом максимума приводит к
оптимальному управлению )()( tt pv  .
Структура решения необходимых далее ком-
понентов сопряженной системы (20) такова:

  

t

t p

dt
0

)()(~)( 2
1  cc ;

  








t

t t

p

p p

ddsss

tttt

0 0

,))()(~(

)()()(

2
1

0

 c

ccvp

где векторы }{ k  cc  и }{ k  cc  подлежатт
определению. Это позволяет представить
структуру решения всех компонентов исход-

ной прямой системы (1) также в аналитичес-
ком виде, где постоянные векторы c , c  и
c  должны быть выбраны на основе числен-

ных методов с удовлетворением краевых ус-
ловий (3) и (4). Несложно убедиться, что в
этой структуре при движении КА относитель-
но только одной оси имеется полное совпа-
дение оптимального управления с представ-
ленными выше результатами (10), (11).

Для численного построения строго оп-
тимального по критерию (2) управления для
нелинейной задачи (1) – (4) применяется
стандартный итерационный метод Ньютона.
При этом в качестве решения “стартовой”
задачи принимается аналитическое прибли-
женно оптимальное движение, составленное
из трех одновременно выполняемых элемен-
тарных вращений относительно специально
выбранных трех ортов Эйлера ke . В такой
“стартовой” задаче постоянные векторы

}{ k  cc , }{ k  cc  и }{ k  cc  имеютт
компоненты, аналитически полученные для
оптимального движения в каждом элементар-
ном повороте. Уточнение значений этих по-
стоянных векторов выполняется итерацион-
но, с использованием совместного численно-
го интегрирования прямой и сопряженной
систем дифференциальных уравнений, лине-
аризованных в окрестности решения на пре-
дыдущей итерации.

Установлено, что таком выборе началь-
ной точки (“стартовой” задачи) итерацион-
ного процесса по методу Ньютона имеется
быстрая сходимость – обычно необходимо 2-
3 итерации для получения численного реше-
ния с приемлемой точностью. Различие меж-

Рис. 2.  Изменение модуля ускорения при поворотном маневре: вариант a) слева
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ду приближенно оптимальным управлением
(аналитическим решением “стартовой” зада-
чи) и строго оптимальным управлением весь-
ма незначительное – до 3% по функционалу

1I  для практически важных поворотных ма-
невров  КА и КРМ с произвольными краевы-
ми условиями  (3) и (4).

Силовой гироскопический
комплекс
При выборе схемы расположения гиро-

динов (ГД) в связанном базисе B  учитыва-
ются требования, предъявляемые к гироси-
ловой системе управления движением КА
либо КРМ. Как известно, применение групп
(в простейшем случае пар) ГД с коллинеар-
ными осями подвеса дает очень важное пре-
имущество при формировании схемы сило-
вого гироскопического комплекса (СГК) –
при наличии шести и более ГД все внутрен-
ние сингулярные состояния такой схемы яв-
ляются строго проходимыми [5]. При исполь-
зовании  шести ГД в рамках такого подхода
рациональна классическая схема 3-SPE  (си-
стема 3 ножничных пар – 3 Scissored Pair
Ensemble), состоящая из трех ортогонально
ориентированных пар ГД, рис. 3. Введем век-
тор-столбец }61,{  pp , составленный
углов ГД относительно осей их подвеса, см.
рис. 3. Парковое состояние СГК данной схе-
мы, когда вектор нормированного суммарно-
го кинетического момента (КМ) СГК

0hh  )()( pp , представлено на рис. 4.
Введем обозначения проекций ортов КМ каж-
дого ГД на оси ортогонального каноническо-
го гироскопического базиса },,{ g

c
g
c

g
cc zyxG ,

рис. 3:
111 cos Cx ; 222 cos Cx ;

111 sin Sy ;  222 sin  Sy ;
333 sin Sx ; 444 sin Sx ;
333 cos Cz ; 444 cos Cz ;
555 cos Cy ; 666 cos Cy ;

555 sin Sz ;   666 sin Sz .
Тогда вектор-столбец нормированного

суммарного КМ СГК h  в гироскопическомм
базисе cG  и  градиентная матрица

  /)( hhA   представляются в виде
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Сингулярное состояние данной схемы воз-
никает при таких угловых положениях ГД, ког-
да матрица Грамма )()()( T  hh AAG  теряет
полный ранг, т.е. при 0))(det( G ,  рис. 5.

Принципиальной проблемой управления
СГК избыточной структуры является выбор
функции распределения потребного суммар-
ного КМ СГК между ГД – так называемого

 

 
 

 
 

 
 

Рис. 3. Кратная схема 3-SPE и отсчет углов ГД Рис. 4. Парковое состояние СГК
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закона настройки СГК. Наиболее рациональ-
ными с позиций синтеза законов наведения,
бортовой реализации алгоритмов управления

СГК и прогнозирования динамической реа-
лизуемости потребных угловых маневров КА
являются явные законы настройки ГД, кото-

Рис. 5. Множества возможных естественных сингулярных состояний схемы 3-SPE
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рые позволяют получить все характеристи-
ки движения каждого ГД (угловые перемеще-
ния, скорости, ускорения) по явным анали-
тическим соотношениям.

Синтез законов
гиросилового наведения
Задача синтеза законов гиросилового

наведения заключается в создании алгорит-
мов углового перемещения каждого ГД в со-
ставе СГК, гарантирующих  абсолютно точ-
ную реализацию заданного программного
углового движения КА либо КРМ, например
при выполнении их пространственных пово-
ротных маневров, оптимальных по потреб-
ному среднему ускорению (6). Избыточность
числа ГД в схеме 3-SPE  (три оси управления
при шести ГД, формирующих управляющие
гироскопические моменты) и возможные

сингулярные состояния этой схемы исключа-
ются с помощью явного векторного закона
настройки СГК. Введем обозначения

2112 xxx  ; 4334 xxx  ;
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Компоненты явного векторного закона
настройки

0f   },,{)( zyx fff  (21)
СГК рассматриваемой схемы принима-

Рис. 6. Значения определителя матрицы Грамма при явном законе настройки СГК
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ются в виде
)1~~(~~)(  zxyxzxyxx xxxxf  ;
)1~~(~~)(  zyxyzyxyy yyyyf  .

)1~~(~~)(  yzxzyzxzz zzzzf  ;
Аналитически доказано, что при таком

законе настройки отсутствуют сингулярные
состояния для всех внутренних точек области
вариации нормированного суммарного КМ
СГК. Этот факт демонстрируется на рис. 6, где
представлены значения определителя матри-
цы Грамма при законе настройки (21) при

65.0  для различных сечений области ва-
риации вектора кинетического момента СГК.

В силу наличия обобщенного векторно-
го интеграла суммарного вектора кинетичес-
кого момента механической системы
(КА+СГК) потребное изменение вектора нор-
мированного КМ СГК является известной
функцией )(t h  на заданном интервале вре-
мени ],[T 0p

p
f

p ttt  . При законе настройки
(21) для каждого момента времени имеется
система шести нелинейных алгебраических
уравнений с шестью неизвестными – углами
гиродинов 61),(  ptp  относительно осей
их подвеса. Получить явное аналитическое
решение такой системы весьма затруднитель-

Рис. 7. Оболочка области вариации КМ СГК при равномерном расположении осей
подвеса ГД на поверхности конуса

но, выполненная реализация численного ре-
шения по методу простой итерации оказалась
вполне приемлемой. Более эффективным
приемом является численное интегрирование
дифференциальных соотношений, соответ-
ствующих этой алгебраической системы с уче-
том условия 0f  dtd /)( . В результате вы-
полнения такой процедуры одновременно по-
лучаются значения векторов )(t  и )(t , точно
соответствующих потребному угловому движе-
нию корпуса КА либо КРМ. Изменение фор-
мы области вариации КМ СГК легко достига-
ется наклоном осей подвеса ГД, рис. 7, где  угол
полураствора конуса  равен 30 .

Заключение
Сформулирована новая постановка зада-

чи оптимизации поворотного маневра косми-
ческих аппаратов и роботизированных моду-
лей с кинематическими краевыми условия-
ми общего вида. Разработаны методы точного
численного и приближенного аналитическо-
го решения этой задачи. Представлены ре-
зультаты аналитического синтеза соответ-
ствующих законов гиросилового наведения
и управления силовым гироскопическим ком-
плексом кратной схемы на основе  шести ги-
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родинов. В процессе такого “профилирован-
ного” наведения естественным способом до-
стигается слабое возбуждение упругих коле-
баний конструкции КА наблюдения и КРМ с
упругой полезной нагрузкой за счет достаточ-
ной “гладкости” аналитически рассчитанно-
го гиросилового управления.

Работа поддержана РФФИ (проекты 05-
08-18175 и 07-08-97611) и Отделением энер-
гетики, механики, машиностроения и процес-
сов управления РАН (программа 15)
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New statement of problem for a rotation maneuver optimizing the spacecraft and robotic modules with
general kinematic boundary condition, is presented. There are considered fine numerical and approximate
analytic methods for solving that problem. Some results on analytic synthesis of guidance and control
of the gyromoment cluster by multiply scheme based on six gyrodines, are presented.


