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Введение
Формирование гипергеометрических

(ГГ) мод, описанных недавно в работе [1], с
помощью средств дифракционной оптики не
простая задача. Во-первых, эти моды, анало-
гично модам Бесселя, являются бесконечны-
ми и при их реализации неизбежно ограни-
чение апертурой. Во-вторых, амплитуда ГГ-
мод во входной плоскости (при z=0) имеет
особенность в нуле (неограниченно возрас-
тает при r = 0), таким образом, необходимо
также вырезание центральной области.

В [2] показано, что при достаточно боль-
шом внешнем радиусе кольцевой апертуры
распределение интенсивности формируемо-
го ограниченного гипергеометрического пуч-
ка отличается от распределения аналитичес-
кой моды на 5-12% вплоть до некоторого рас-
стояния, определяемого радиусом апертуры
и параметром моды .

Однако при реализации методами диф-
ракционной оптики и кодировании комплек-
сной функции пропускания в чисто фазовую
ГГ-мод возникают сложности из-за резкого
спада амплитуды – периферийная часть про-
писывается очень плохо даже при большом
числе уровней квантования. Поэтому в дан-
ной работе используется метод Лезема [3],
игнорирующий амплитудную информацию
при кодировании и рассмотрены различные
типы пучков, освещающие полученный фа-
зовый дифракционный элемент (ДОЭ).

В этом случае формируемые пучки поте-
ряют свои модовые свойства, но сохранят вин-
товую фазовую сингулярность. Обобщение
ГГ-мод с добавлением гауссовой составляю-
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щей рассмотрено в работе [4], где вводится
понятие ГГ-пучков, энергия которых ограни-
чена. Такие пучки имеют определенные пре-
имущества и могут использоваться в задачах
оптического микроманипулирования [5].

Изготовление ДОЭ с полутоновым рель-
ефом довольно сложно, поэтому также рас-
сматриваются два варианта бинарного коди-
рования, основанные на добавлении линей-
ной несущей частоты.

В работе проведены численные и натур-
ные эксперименты, выполнено их сравнение.

Оценка искажений ГГ-мод
при их реализации

В [1] получено аналитическое решение
параксиального волнового уравнения, назван-
ное ГГ-модами:
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где (r, ) – полярные координаты в плоско-
сти на расстоянии z от входной, k=2р/ –
волновое число,  – длина волны, Г(x) –
гамма функция; 1F1(a,b;x) – вырожденная
(или конфлюэнтная) гипергеометрическая
функция [6].

При z=0 выражение (1) принимает сле-
дующий вид:
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При формировании поля (2) во входной
плоскости необходимо ограничить его кольце-
вой диафрагмой с радиусами R1 и R2 (R1 < R2),
где кольцо радиуса R1 вырезает центральную
область с особенностью при r = 0 (рис. 1).

В [2] показано, что при достаточно боль-
шом внешнем радиусе кольцевой апертуры
распределение интенсивности формируемо-
го ограниченного гипергеометрического пуч-
ка отличается от распределения аналитичес-
кой моды на 5-12% вплоть до некоторого рас-
стояния, определяемого радиусом апертуры
и параметром моды .

Однако даже ограниченное распределе-
ние амплитуды (2) сложно формировать ме-
тодами дифракционной оптики. Амплитуд-
но-фазовые оптические элементы являются
неэффективными, а при кодировании комп-
лексной функции пропускания в чисто фазо-
вую из-за резкого спада амплитуды ГГ-мод
возникают сложности – периферийная часть
прописывается очень плохо даже при боль-
шом числе уровней квантования.

Поэтому в данной работе экспоненциаль-
ная амплитуда заменяется гауссовым пучком:
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где w – радиус гауссового пучка, либо просто
используется киноформ [3] с игнорировани-
ем амплитудной информации:

   )exp(lnexp),(,  inrirEn  .    (4)
Функция (4) представляет собой лога-

рифмический аксикон.
На рис. 1 показаны радиальные сечения

амплитуды во входной плоскости (z=0) для
выражений (2)-(4): R1 = 0,1 мм,  R2 = 1 мм, w
= 0,5 мм.

Моделировать распространение пара-
ксиальных ГГ-пучков можно с помощью пре-
образования Ханкеля n-го порядка:
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где Jn(r) – функция Бесселя первого рода n-го

порядка,  P(r) – радиальная составляющая
соответственно пучка (2), (3) или (4).

На рис. 2 показаны радиальные сечения
интенсивности в плоскостях z = 20 мм (а), z
= 100 мм (б), z = 200 мм (в), z = 400 мм (г) для
различных пучков: (n, ) = (4, -10), длина вол-
ны  =633 нм.

В табл. 1 приведены среднеквадратич-
ные отклонения рассмотренных пучков от
идеального распределения ГГ-моды (1).

Как видно из табл. 1 и рис. 2, значения
погрешности при замене экспоненциальной
амплитуды гауссовой получаются значитель-
но меньше, чем при плоской. Однако начи-
ная с некоторого расстояния, несмотря на
существенные значения погрешности, при
освещении плоским пучком получается
структура, более близкая идеальной (основ-
ной вклад в отклонение вносит меньший ра-
диус основного кольца и уменьшение интен-
сивности периферийных колец). В обоих слу-
чаях формируется хорошо выраженное
центральное кольцо. То есть, на практике
вместо сложного кодирования можно исполь-
зовать киноформ, представляющий собой
логарифмический аксикон (4) и осветить его
либо гауссовым пучком, либо плоским. Обоб-
щение ГГ-мод с добавлением гауссовой со-
ставляющей рассмотрено в работе [4], где
вводится понятие ГГ-пучков, энергия кото-
рых ограничена.

На рис. 3 показано распространение ГГ-
пучка с параметрами (n,)=(7,10), сформиро-
ванного киноформом, фаза которого приве-
дена при z=0. Хорошо видно, что такой пу-
чок уже не является модой, так как его
поперечная картина меняется на различных
расстояниях, однако данный пучок является

Рис. 1. Радиальное сечение амплитуды во входной
плоскости для амплитудно-фазового (АФ, толстая

светлая линия), гауссово-фазового (ГФ, мелко-
пунктирная линия) и чисто фазового (Ф, толстая

черная линия) ГГ-пучка
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Рис. 2. Радиальные сечения интенсивности в плоскостях z = 20 мм (а), z = 100 мм (б), z = 200 мм (в), z = 400
мм (г) для различных пучков ГГ-пучков (n, gg) = (4, -10): идеальная ГГ-мода (1) – широко-пунктирная линия,

ограниченный АФ пучок (2) – толстая светлая линия, логарифмический аксикон с гауссаовой амплитудой (3) –
мелко-пунктирная линия, логарифмический аксикон с плоской амплитудой (4) – толстая черная линия
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вихревым, т.к. содержит в себе угловую фа-
зовую сингулярность. Такие пучки могут
вполне успешно использоваться в задачах оп-
тического микроманипулирования [5].

Численное моделирование
формирования ГГ-пучков
с помощью фазовых ДОЭ
Изготовление ДОЭ с полутоновым рель-

ефом также довольно сложно, поэтому далее
рассматриваются два варианта бинарного
кодирования.

Если рассмотреть суперпозицию комп-
лексно-сопряженных функций (4), то в ре-
зультате получится действительное распре-
деление, т.е. с бинарной фазой. При этом,
чтобы каждый из пучков формировался от-
дельно, в частности, распространялись под
некоторым углом к оптической оси,  необхо-
димо добавить каждому из них фазово-линей-
ную составляющую:
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где c – пропорционально углу, под которым
пучки будут распространяться.

Чисто фазовый ДОЭ из (6) можно полу-
чить двумя способами: методом киноформа,
проигнорировав косинусное распределение
амплитуды, или кодированием этой ампли-
туды в фазу, например, методом локального
фазового скачка [7]

На рис. 4 показаны результаты модели-
рования действия полутонового и двух бинар-
ных ДОЭ при освещении их плоским пучком

радиусом 1 мм. При бинаризации дополнени-
ем комплексно-сопряженной функции поло-
вина энергии уходит на формирование допол-
нительного пучка, однако иногда это бывает
полезным, например, при синтезе многопоряд-
ковых фильтров, предназначенных для опти-
ческого анализа световых полей [8].

Интересно, что интенсивность Фурье-
образов ГГ пучков и их комплексных сопря-
жений одинакова, хотя при распространении
в свободном пространстве они имеют совер-
шенно различный вид: кольцо для отрица-
тельных значений параметра  имеет значи-
тельно меньший радиус.

На рис. 4 хорошо видны паразитные диф-
ракционные порядки для случая бинарного
киноформа, однако, они имеются и в распре-
делении, формируемом бинарным ДОЭ с за-
кодированной амплитудой. Только они отбро-
шены дальше от полезных дифракционных
порядков в связи с более высокой частотой
кодирования этой амплитуды (рис. 5).

Очевидно, что бинарный ДОЭ с кодиро-
ванной амплитудой будет иметь меньшую
эффективность, но, в принципе, должен обес-
печивать меньшую погрешность формирова-
ния пучков. Однако численные исследования
показали, что выигрыш этот незначительный
и не всегда имеет место.

На рис. 6 и 7 приведены радиальные се-
чения ГГ-пучка с параметрами (n,)=(7,10) и
(n,)=(–7, –10), соответственно, на различных
расстояниях, сформированные полутоновым
ДОЭ, бинарным с кодированием амплитуды
и бинарным киноформом при освещении их

Таблица 1. Среднеквадратичные отклонения рассмотренных пучков от идеального распределения ГГ-моды (1)

Расстояние, z 20 мм 100 мм 200 мм 400 мм 
Ограниченный  

амплитудно-фазовый (2) 
3,4% 

  
7,8% 

 
14,1% 

  
30,4% 

 
Гауссово-фазовый (3) 10,9% 20,0% 19,9% 34,3% 

Чисто фазовый (4) 72,5% 42,3% 30,0% 42,1% 
 

     
R=1 mm, z=0 Z=100 mm Z=300 mm Z=500 mm Z=1000 mm 

 Рис. 3. Инвертированное распределение интенсивности гипергеометрического пучка с параметрами
(n, )=(7,10), сформированного киноформом с полутоновой фазой при освещении его плоским пучком
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плоским пучком радиусом 2.5 мм. Как видно
из рисунков, пучок с отрицательным парамет-
ром  имеет меньший радиус кольца и боль-
шее значение интенсивности. Также видно,
что интенсивность в основном кольце ГГ-пуч-
ка, сформированного с помощью бинарного
ДОЭ с кодированием амплитуды, почти в 2
раза ниже, чем для бинарного киноформа.

В табл. 2 приведены значения радиаль-
ного среднеквадратичного отклонения:
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1 22
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где I0(r) – интенсивность радиального сечения
пучка, сформированного полутоновым кино-
формом, I(r) – интенсивность радиального
сечения пучка, полученная либо с помощью
бинарного киноформа, либо с помощью би-
нарного ДОЭ с кодированной амплитудой.

А также радиально-взвешенного сред-
неквадратичного отклонения:
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Из табл. 2 можно сделать вывод о том,
что погрешность формирования ГГ-пучков с

Рис. 4. Фазовые функции ДОЭ (левый столбец) и инвертированные распределения интенсивности
на расстоянии z=200 mm от ДОЭ (средний столбец) и в фокальной плоскости линзы (правый столбец)

Фаза ДОЭ Z=200 mm Z= 

 
полутоновая 

  

 
Бинарная с кодированием 

амплитуды 

  

 
Бинарная методом киноформа 
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помощью бинарных ДОЭ по сравнению с
полутоновым невелика. И  при этом кодиро-
вание с учетом амплитуды не дает особого
выигрыша по сравнению с методом кинофор-
ма, даже иногда проигрывает.

Экспериментальное
формирование ГГ-пучков
с помощью фазовых ДОЭ
Описанные в предыдущем разделе ДОЭ

были изготовлены с использованием элект-

Рис. 5. Инвертированное распределение интенсивности, формируемое бинарным ДОЭ с кодированной
амплитудой (a) и бинарным киноформом (б) на расстоянии z=300 mm

   
 (а)  (b) 

 

Рис. 6. Радиальные сечения ГГ-пучка с параметрами (n,)=(7,10) на расстоянии z=2000 мм (a) и z=3000 мм (b),
сформированные полутоновым ДОЭ (черная толстая линия), бинарным киноформом (светлая толстая линия)
и бинарным ДОЭ с кодированием амплитуды (мелко-пунктирная линия) при радиусе освещающего пучка 2,5 мм

Рис. 7. Радиальные сечения ГГ пучка с параметрами (n,)=( --7, --10) на расстоянии z=2000 мм (a) и z=3000
мм (b), сформированные полутоновым ДОЭ (черная толстая линия), бинарным киноформом (светлая толстая

линия) и бинарным ДОЭ с кодированием амплитуды (мелко-пунктирная линия)
при радиусе освещающего пучка 2.5 мм

 
 (а)  (b) 

 

7 6 5 4 3 2 1 0 

1,5 

1 

0,5 

0 
7 6 5 4 3 2 1 0 

0,5 

0 

 
 (а)  (b) 

 

4 3 2 1 0 

5 

3,75 

2,5 

1,25 
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4 3 2 1 0 

2,5 

1,25 

0 



700

Известия Самарского научного центра Российской академии наук, т. 10, №3, 2008

ронной литографии в Университете Йоенсуу
(Финляндия). Размер ДОЭ 5 x 5 mm-2, мик-
рорельеф выполнялся с шагом h=10 mmm для
длины волны =532 nm.

На рис. 8  приведены изображения мик-
рорельефа элементов, полученные с помо-
щью электронного интерферометра the
Newview 5000 Zygo со 100- и 400-кратным
увеличением.

В табл. 3 приведены характеристики ка-
чества изготовленных ДОЭ

К сожалению, погрешность изготовле-
ния многоуровневого микрорельефа состоит
не только в вариациях высоты, но и в нели-
нейном характере наклона “винтовых” лопа-
стей, как это хорошо видно на рис. 8а. Об-
щая погрешность изготовления полутоново-
го микрорельефа составила более 40%, что
связано с трудностями изготовления таких
рельефов. В результате с помощью полуто-

нового ДОЭ вообще не удается сформировать
кольцо, характерное для ГГ- пучков.

На рис. 9 приведены результаты модели-
рования для фазы, измеренной по изготовлен-
ному рельефу, и экспериментально получен-
ные картины. А на рис. 10 сравнение резуль-
татов моделирования для идеального и
реально измеренного рельефа при освещении
его различными типами пучков. Видно, что
винтовая сингулярность в пучке отсутствует.

Результаты для бинарных оптических
элементов получились гораздо лучше. На рис.
11 приведены результаты экспериментально-
го формирования ГГ пучков с помощью би-
нарных ДОЭ. На рис. 11b хорошо видны до-
полнительные (паразитные) порядки, возни-
кающие из-за бинарного кодирования. В
случае с кодированием амплитуды (рис. 11а)
эти порядки отброшены значительно дальше
от полезной области.

Таблица 2. Значения радиального и взвешенно-радиального среднеквадратичного отклонения интенсивности
пучков, формируемых бинарными ДОЭ от интенсивности пучков, формируемых полутоновым ДОЭ

при освещении плоским ограниченным пучком

ГГ пучок с параметрами (n,)=(7,10) 
Бинарный киноформ Бинарный ДОЭ с кодированной 

амплитудой z, мм 
r, % w, % r, % w, % 

2000 3,1 5,1 2,2 3,7 
2500 2,4 4,5 3,4 6,0 
3000 1,7 3,6 1,5 3,1 

ГГ пучок с параметрами (n,)=(7,10) 
2000 6,6 7,4 6,9 7,8 
2500 4,4 4,5 5,0 5,1 
3000 1,0 1,3 1,9 2,2 

 

Таблица 3. Характеристики качества изготовленных ДОЭ

Рис. 8. Микрорельеф (a) полутонового (256-уровневый) киноформа (100х увеличение), (b) бинарного ДОЭ
с кодированием амплитуды (100х увеличение) и (с) бинарного киноформа (400х увеличение)

   
 (а)  (b) (с) 

 

 Оптимальная высота 
микрорельефа для 
=532 nm 

Измеренная высота 
микрорельефа 

Погрешность 
по высоте 
микрорельефа 

Полутоновой киноформ 1120.4 nm 1050-1070 nm 6,3% 
Бинарный ДОЭ с 
кодированной амплитудой 

578.3 nm 570-580 nm 1,4% 

Бинарный киноформ 578.3 nm 572-583 nm 1% 
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Рис. 9. Инвертированное распределение интенсивности ГГ пучка с параметрами (n,)=(7,10),
сформированное с помощью полутонового киноформа на расстоянии 1000 мм:

(а) моделирование, (b) эксперимент

Рис. 10. Инвертированное распределение интенсивности ГГ пучка с параметрами (n,)=(7,10),
сформированное с помощью идеального и измеренного полутонового киноформа на расстоянии 500 мм

при освещении различными типами пучков
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радиусом перетяжки  
2 мм 
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полутоновой 
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освещаемый 
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Рис. 11. Экспериментальное распределение интенсивности, формируемое при освещении плоским пучком
бинарного ДОЭ с кодированной амплитудой (a) и бинарного киноформом (б) на расстоянии z=3000 mm

Рис. 12. Инвертированное распределение интенсивности пары ГГ-пучков с параметрами (n,): (-7,-10) и (7,10),
сформированное с помощью идеального и измеренного бинарного ДОЭ с кодированием амплитуды на

расстоянии 500 мм при освещении различными типами пучков.

  
 (а)  (b) 

 

 
 
 

Идеальный 
полутоновой 
микрорельеф, 
освещаемый плоским 
пучком с радиусом  
2.5 мм 

Изготовленный 
полутоновой 
микрорельеф, 
освещаемый плоским 
пучком с радиусом  
2.5 мм 

Изготовленный 
полутоновой 
микрорельеф, 
освещаемый 
гауссовым пучком с 
радиусом перетяжки  
2 мм 

Изготовленный 
полутоновой 
микрорельеф, 
освещаемый 
гауссовым пучком с 
радиусом перетяжки  
1 мм 

    

И
нв

ер
ти

ро
ва

нн
ая

 и
нт

ен
си

вн
ос

ть
 и

 ф
аз

а 
вх

од
но

го
 п

уч
ка

 

    

    

И
нв

ер
ти

ро
ва

нн
ая

 и
нт

ен
си

вн
ос

ть
 и

 ф
аз

а 
вы

хо
дн

ог
о 

пу
чк

а 

    
, %  40,7 39,0 41,2 

 



703

Физика

На рис. 12 и 13, соответственно, приве-
дены показаны сравнительные результаты
моделирования для идеальных и реально из-
меренных бинарных рельефов при освеще-
нии их различными типами пучков. Видно
хорошее согласование, особенно для бинар-
ного киноформа.

Оценка экспериментальных
результатов
Как видно из рис. 11 экспериментальные

данные сильно зашумлены, а также искаже-

ны наложением паразитных дифракционных
порядков. Чтобы оценить отличие от теоре-
тических результатов формировалось ради-
альное сечение для каждого из пучков с ис-
пользованием процедуры усреднения полу-
ченных экспериментальных данных. Шаги
этой процедуры приведены ниже:

1. Выделение области, содержащей рас-
пределение интенсивности только одного из
ГГ-пучков.

2. Вычисление центра пучка в первом
приближении по формулам:

Рис. 13. Инвертированное распределение интенсивности пары ГГ-пучков с параметрами (n,): (-7,-10)
и (7,10), сформированное с помощью идеального и измеренного бинарного киноформа на расстоянии 500 мм

при освещении различными типами пучков
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3. Вычисление усредненных координат
локальных максимумов (соответствующих
первому кольцу) и коррекция координат цен-
тра с учетом этой информации:
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4. Перевод распределения интенсивно-
сти в полярную систему координат I(r, j).

5. Формирование радиального сечения с
помощью формулы:


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1)( .             (10)

6. Увеличение контрастности интенсив-
ности по формуле:

 )(min
)()(

0
rI

rIrI
Rr

 .                   (11)

7. Нормализация по уровню интенсив-
ности, рассчитанная по формуле:

 )(max
)()(

0
rI

rIrI
Rr

 .                   (12)

Сравнение экспериментальных картин
на расстоянии 3000 мм от плоскости ДОЭ

Рис. 14. Сравнение экспериментальных и численных результатов
при освещении бинарного киноформа плоским пучком:

2D распределения интенсивности и их усредненные радиальные сечения для моды (n,)=(7,10)

Тип Радиальная интенсивность 2D интенсивность 
Эксперимент 
для бинарного 
киноформа 
 

6543210

1

0,5

0
 

 
Размер области 1212 мм2,  
400400 отсчетов 

Моделирование 
для идеального 
бинарного 
киноформа  
 

6543210

1

0,5

0
 

 
Размер области 1212 мм2,  
256256 отсчетов 

Моделирование 
для идеального 
много-
уровневого 
киноформа  
 

6543210

1

0,5

 
 

Размер области 1212 мм2,  
512512 отсчетов 
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Рис. 15. Сравнение экспериментальных и численных результатов
при освещении бинарного киноформа плоским пучком:

2D распределения интенсивности и их усредненные радиальные сечения для моды (n,)=(–7,–10)

(диаметром 5 мм) с численными, полученных
для ГГ-пучка с параметрами (n,)=(7,10) при
освещении бинарного киноформа плоским
пучком, приведено на рис. 14.

Отклонение экспериментального усред-
ненного радиального сечения для бинарного
киноформа от численно предсказанного соста-
вило r = 14,5% и w = 28,2%. Примерно такое
же отклонение было получено при сравнении
экспериментальных данных с результатами
моделирования действия многоуровневого
киноформа - r = 14,9% и w = 29,1%. Что еще
раз подтверждает эквивалентность в данном
случае полутонового и бинарного оптических
элементов по точности формирования пучков.
На рис. 15 приведены аналогичные результа-
ты для ГГ-пучка с параметрами (n,)=(–7,–10).
Значения СКО для бинарного киноформа дан-
ной моды с эксперементально полученными
данными составили r = 25,7% и w = 30,0.

Из рис. 14 и 15 видно, что основной
вклад в погрешность вносят периферийные
кольца – их интенсивность при эксперимен-
тальном формировании оказывается суще-
ственно выше, чем при моделировании.

Заключение
В работе проведено исследование фор-

мирования ГГ пучков с использованием раз-
личных типов ДОЭ.

Показано, что бинарные элементы, при
потере эффективности (которая однако ком-
пенсируется, если  имеется целесообразность
формирования дополнительного сопряжен-
ного пучка) обеспечивают точность форми-
рования пучков, сравнимую с многоуровне-
выми элементами. В связи со сложностью
изготовления многоуровневых элементов это
делает их конкурентоспособными для опре-
деленного круга задач.

Также  показано, что кодирование с уче-
том амплитуды при использовании несущей
пространственной частоты в суперпозиции
комплексно-сопряженных функций, являет-
ся избыточным. В этом случае улучшение
точности очень незначительно по сравнению
с дополнительной потерей эффективности.

Рассмотренная аподизация амплитудной
информации гауссовым освещающим пучком
дает преимущества перед плоским пучком толь-
ко до некоторого расстояния, на более дальних

Тип Радиальная интенсивность 2D интенсивность 
Эксперимент 
для бинарного 
киноформа 
 

6543210

1

0,5

0

 
 

Размер области 1212 мм2,  
400400 отсчетов 

Моделирование 
для бинарного 
киноформа  
 

6543210

1

0,5

0
 

 
Размер области 1212 мм2,  
256256 отсчетов 
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расстояниях использование плоского пучка
позволяет лучше сохранить структуру.

Сравнение экспериментальных результа-
тов с численными показало существенное
среднеквадратичное отклонение интенсивно-
сти формируемых пучков от идеальных, од-
нако хорошо выраженная кольцевая структу-
ра при этом сохраняется и основной вклад в
погрешность вносят затухающие периферий-
ные кольца.
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A numerical simulation of bounded hypergeometric laser beams propagation is conducted. We discussed
the possibility of hypergeometric beams generation by means of diffractive optics. A comparative analysis
of experimental and numerical results is accomplish.


