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Известно, что для описания поляриза-
ционных процессов в диэлектриках как ре-
зонансных, так и релаксационных, успеш-
но применяется модель линейного осцилля-
тора [1-3]. Эффективность такого подхода
говорит об адекватности применяемой мо-
дели. Но различия между резонансной и ре-
лаксационной поляризацией весьма суще-
ственны. Очевидно, что они обусловлены
тем, что в этих случаях режимы колебаний
заряженных частиц в диэлектрике различ-
ны [2, 3]. Поэтому возникает задача иссле-
дования различных режимов колебаний ли-
нейного осциллятора.

При изменении внешних условий (тем-
пература, давление, напряжённость электри-
ческого поля) режим колебаний частиц мо-
жет изменяться от резонансного до перетор-
моженного, проходя через промежуточный
режим. Каждый режим колебаний имеет
свои особенности. Поскольку поляризация
диэлектрика характеризуется, в первую оче-
редь, спектральной функцией отклика поля-
ризации на воздействие переменного элект-
рического поля, дальнейший анализ посвя-
щен изучению свойств спектральных
функций линейного осциллятора. Для раз-
личных режимов колебаний стандартной
задачей физики диэлектриков является оп-
ределение свойств вещества по измеренным
диэлектрическим спектрам, поэтому пред-
ложен достаточно полный набор формул,
необходимых для анализа эксперименталь-
ных спектров с использованием теории ли-
нейного осциллятора.

УДК 534.1. 538.226

РАЗЛИЧНЫЕ  РЕЖИМЫ   ВЫНУЖДЕННЫХ  КОЛЕБАНИЙ  ЛИНЕЙНОГО
ОСЦИЛЛЯТОРА   С   ЗАТУХАНИЕМ  И  ИССЛЕДОВАНИЕ

СООТВЕТСТВУЮЩИХ  СПЕКТРАЛЬНЫХ  ФУНКЦИЙ

© 2008   В.В. Ильина, А.А. Лукичёв

Институт геологии и природопользования
Дальневосточного отделения РАН, г. Благовещенск

В работе рассмотрены различные режимы вынужденных колебаний линейного осциллятора с
затуханием. В зависимости от величины затухания выделены четыре различных режима колеба-
ний осциллятора, определены границы существования каждого режима. Приведены соответству-
ющие спектральные функции, проведено подробное их исследование.

Рассмотрим уравнение для линейного
осциллятора с затуханием, совершающего
вынужденные колебания под действием
внешней гармонической силы [4-6]:

m
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где x – координата, m – масса осциллятора,  –
коэффициент затухания, 0  – собственная
частота,   – частота изменения поля, t – вре-
мя. Здесь и далее подразумеваем, что колеб-
лется заряженная частица, а функция

tieqEtF  0),(   – сила, с которой перемен-
ное электрическое поле с амплитудой 0E  дей-
ствует на частицу с зарядом q.

Решение уравнения (1) без правой части
описывает свободное движение осциллятора:

tλtλ eCe Cx(t) 21
21  ,               (2)

где  2
0

2
2,1   – корни характери-

стического уравнения, С1 и С2 – постоянные,
зависящие от начальных условий [5, 6]. Если
выполняется условие

0  ,                              (3)
то корни характеристического уравнения ста-
новятся мнимыми, функцию (2) можно при-
вести к виду:

)t(ωeAx(t) t-β  sin0 ,               (4)
где   – фаза колебаний. Это выражение со-
держит гармонические составляющие и опи-
сывает свободные гармонические колебания
осциллятора. При условии

0                                                       (5)
корни характеристического уравнения стано-
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вятся действительными, движение осцилля-
тора становится апериодическим, свободные
колебания невозможны. Таким образом, мы
можем выделить два режима свободных ко-
лебаний осциллятора: гармонический и апе-
риодический,  а условие

0                             (6)
является границей между указанными ре-
жимами.

Для установившихся вынужденных ко-
лебаний закон движения осциллятора опре-
деляется внешней вынуждающей силой, Ре-
шая уравнение (1) подстановкой

tieAtx )(~)(  , находим комплексную спек-
тральную функцию:
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Здесь mqEA /00   – амплитудный коэф-
фициент. Графики действительной )(A  и
мнимой )(A   частей спектральной функции
(7) для различных значений коэффициента
затухания приведены на рис. 1. Графики по-
строены в полулогарифмическом масштабе,
это общепринятая форма представления
спектров в физике диэлектриков. Как видно
из рисунка, можно выделить, по крайней

мере, два различных режима вынужденных
колебаний осциллятора, которые можно на-
звать резонансным и заторможенным. При-
близительная граница между ними опреде-
ляется равенством (6), и, соответственно, раз-
личия между двумя выделенными режимами
определяются величиной затухания.

Из рис. 1 видно, что спектральные фун-
кции заторможенных и резонансных вынуж-
денных колебаний имеют существенные от-
личия. Действительная часть резонансной
функции имеет узкий резонансный пик, по-
ложение максимума которого близко к 0 .

Ширина и амплитуда пика существенно
зависят от в. Для заторможенной функции
резонанс отсутствует. На частотах много
ниже резонансной ( 0  ) амплитуда дей-
ствительной части постоянна и не зависит ни
от частоты, ни от затухания. Мнимая часть
функции (7) в резонансном режиме имеет
узкий резонансный пик, положение максиму-
ма которого близко к 0 .. Ширина и ампли-
туда пика также зависят от bb. В заторможен-
ном режиме ширина пика не зависит от зату-
хания (в логарифмических координатах) и
существенно больше ширины резонансных
пиков, амплитуда пиков не зависит от bb.
Максимум пика находится на частотах, зна-
чительно более низких по сравнению с 0 .

Исследуем функцию (7), результаты ис-

Рис. 1. Зависимость действительной (а) и мнимой частей (б) амплитуды колебаний (7) от относительной

частоты для различных значений относительного затухания 0/k . Случай 0k  соответствуетет

сверхбольшим затуханиям (функция (37)), 500k  – переходная функция. Пунктиром построены графики
заторможенной функции (21)
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следования потребуются нам для сравнения
функции (7) с частными спектральными фун-
кциями.

Действительная часть (7) в резонансном
режиме имеет положительный и отрицатель-
ный экстремумы, которые находятся на час-
тотах [3]:

)2( 00extr   ,                (8)
минус соответствует максимуму. Условие су-
ществования максимума 05,0   . На низ-
ких частотах, max  , амплитуда колеба-
ний не зависит от частоты и равна

2
0

0


AAs  .                            (9)

Амплитуда максимума действительной
части будет

)(4 0

0
max  

 AA .               (10)

Мнимая часть имеет максимум на частоте
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Для переторможенного режима практи-
чески важным является положение точки,
равной половине статической амплитуды
действительной части [1,2]. Эту величину
можно определить, приравнивая действи-
тельную часть (7) к половине выражения (9):

4
0

42
2/1 42   s .       (12)

Получить компактное выражение для
амплитуды пика мнимой части невозможно,
но эту величину несложно вычислить, ис-
пользуя выражения (7) и (11). Также, исполь-
зуя (7) и (11), можно определить полушири-
ну пика мнимой части.

Рассмотрим модуль амплитуды выраже-
ния (7):

  22222
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Модуль выражает абсолютную амплиту-
ду вынужденных колебаний заряженных ча-
стиц. В литературе по физике диэлектриков
модуль амплитуды колебаний практически не
рассматривается, несмотря на то, что боль-
шинство измерительных приборов измеряют
модуль диэлектрической проницаемости.

Проведем анализ функции (13). Графики
частотной зависимости модуля для различных

затуханий показаны на рис. 2. Максимум ре-
зонансного пика модуля находится на частоте

22
0max 2  .                  (14)

Как следует из (8), (11) и (14), максимум
модуля находится между пиками мнимой и
действительной частей. Условие существова-
ния максимума 00 707.02/   . Амп-
литуда модуля равна

22
0

0
max

2
)(







AA .             (15)

Заметим, что амплитуда модуля и дей-
ствительной части (10), а также частоты эк-
стремумов действительной части (8) связаны
между собой соотношением:
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При малых затуханиях maxmax   , а
соотношение (16) равно 2.

Полуширина пика модуля определяется
формулой:

 22
0mod2/1 32   .        (17)

Значение равное половине статической
амплитуды находится на частоте:

4
0

22
0

422
0mod2/1 22   s (18)

Статическая амплитуда модуля (при =0)
определяется выражением (9).

Рассмотрим фазу колебаний, которая
определяется выражением [4]:
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Рис. 2. Зависимость модуля амплитуды (13)
от частоты для различных значений

относительного затухания
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Зависимость фазы колебаний от часто-
ты для различных значений коэффициента
затухания показана на рис. 3. Как следует из
рисунка, фаза колебаний в точке 0  равна –
р/2, независимо от режима колебаний. Вне
области дисперсии амплитуды фаза резонан-
сных колебаний близка либо к 0, либо к –р.

Для описания различных режимов коле-
баний рассмотрим предельные случаи.

1. Низкое затухание, 0  . Это хоро-
шо известный резонансный режим, который
описывается спектральной формулой [3, 4]:

22
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AA .                    (20)

Формула описывает идеализированные
колебания без потерь, которые не наблюда-
ются в реальных физических системах (кро-
ме квантовых). По этой причине для описа-
ния колебаний с малыми затуханиями в фи-
зике диэлектриков используют следующие
упрощения [8]. Поскольку дисперсия спект-
ральной функции наблюдается только в по-
лосе частот, определяемой шириной очень
узкого резонансного пика, можно считать, что

0  . Отсюда также следует, чтоо
00 2  . Преобразуем формулу (7) с учё-

том этих упрощений:
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здесь введено обозначение   0 , ин-
декс R означает резонансный режим. Графи-
ки действительной и мнимой частей функ-
ции (21) в линейном масштабе приведены на
рис. 4. Как следует из рисунка, в области дис-
персии эта функция симметрична и с высо-
кой точностью совпадает с неупрощенной
функцией (7). Вне области дисперсии коли-
чественного совпадения нет, при 0 
формула (21) даёт значение амплитуды, зани-
женное в 2 раза. Амплитуда резонансного
пика значительно превышает статическое
значение функции. Мнимая часть представ-
ляет собой узкий симметричный пик. Мак-
симумы действительной и мнимой частей
находятся на частоте, близкой к 0 .

Найдём основные параметры функции
(21). Экстремумы действительной части на-
ходятся на частотах   0extr , или

  . Амплитудное значение пика дей-
ствительной части равно

0

0
max 4

AAR  ,                      (22)

что совпадает с формулой (10) при 0  .
Полуширина пика равна

 1722/1  R ,                (23)
т.е. прямо пропорциональна затуханию. Оче-
видно, что положение полувысоты статичес-
кой амплитуды действительной части (9)
стремится к  . При 001,0    отклонение
составляет не более 10-4.

Экстремум мнимой части (11) находит-
ся на частоте 0  . Пик мнимой части (21)
симметричен, максимум находится на часто-
те 0  (точно). Полуширина пика равна

 322/1  R                     (24)
Амплитуда пика мнимой части равна:

0

0
max 2

AAR  .                   (25)

Формулы (22) - (24) совпадают с соот-
ветствующими выражениями для функции
(7), если в них пренебречь .

Модуль функции (21) при низких зату-
ханиях достаточно хорошо совпадает с (13).
Максимум модуля (21) равен:

0

0
max 2

AAR                        (26)

и находится на частоте 0 . Точка половины

Рис. 3. Зависимость фазы колебаний (19) от частоты
для различных значений относительного затухания.

Пунктиром построены кривые для
переторможенного режима, функция (33). Штрих-

пунктирная линия – график резонансной фазы (27)
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статической амплитуды также находится на
частоте близкой к 0 .

Фаза колебаний резонансного режима
равна

)( 22
0 




 arctgR .             (27)

Графики для резонансной фазы показа-
ны на рис. 3. Функция (27) хорошо воспро-
изводит поведение фазы в окрестностях точ-
ки 0 . Количественное расхождение формулл
(19) и (27) наблюдается уже на частотах, не-
значительно отличающихся от 0 . Значения
фазы в максимуме пиков действительной и
мнимой частей 2/  .

2. Высокое затухание, 0  . Это пе-
реторможенный режим колебаний, осцилля-
тор двигается в среде с высоким затуханием.
В этом режиме трение полностью гасит силу
инерции, поэтому первым членом в уравне-
нии (1), отвечающим за инерцию, мы можем
пренебречь [4]:

m
pFxx )(2 0   .               (28)

Решая уравнение (28) получаем спект-
ральную функцию для этого случая:
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где 2
0/2    – постоянная времени [8], ин-

декс D (damped), означает заторможенный
режим.

Рассмотрим графики действительной и
мнимой частей спектральной функции (29)
(рис. 1). Действительная часть не имеет ре-
зонансного пика, мнимая часть имеет пик,
амплитуда и ширина которого в логарифми-
ческих координатах не зависят от bb. На гра-
фике пик симметричен, но в линейных коор-
динатах он резко ассиметричен, координата
максимума пика делит полуширину на отрез-
ки, относящиеся как 1:3,7. Из рисунка видно,
что (29) полностью совпадают с перетормо-
женной функцией (7) приблизительно при

03  . Это означает, что при выполнении
условия (5) инерция компенсируется трением
не полностью, и масса осциллятора в области

00 3   еще оказывает влияние на харак-
тер колебаний. Отсюда следует, что можно
выделить ещё один режим колебаний – пере-
ходный, где характер колебаний отличается как
от резонансного, так и от переторможенного.

Определим основные параметры функ-
ции (29). На низких частотах ( 0  ) дей-

Рис. 4. Зависимость действительной (а) и мнимой (б) частей
резонансной амплитуды (21) для различных относительных затуханий.

Пунктиром построена неупрощенная функция (7), на рис. 4б пунктирная и сплошная линии совпадают

 
а 

б 

 



787

Физика

ствительная часть этой функции совпадает с
действительной частью (7) при любых зна-
чениях коэффициента затухания, амплитуда
определяется формулой (9). Положение мак-
симума пика мнимой части (29) определяет-
ся формулой [1, 8]:







2
1 2

0
max D ,                   (30)

которую несложно получить, исследуя мни-
мую часть зависимости (22) на экстремум.
Частота максимума (30) является практичес-
ки важной точкой переторможенного спект-
ра. Амплитуда действительной части (29) в
этой точке равна половине своего максималь-
ного значения (9). Амплитуда пика мнимой
части равна

2
0

0
max 2

AAD  ,                 (31)
его полуширина определяется выражением


 323 2

0
21  D ,            (32)

т.е. обратно пропорциональна затуханию.
Фаза колебаний для переторможенного

режима будет



 tgarctgarcD  2

0

2
.     (33)

Зависимость фазы колебаний от часто-
ты для различных значений коффициента
затухания показана на рис. 3. На частоте max 
фаза равна –р/4. Как видно из рисунка, фаза
колебаний в точке 0  близка к –р/2, но рас-
сматривать эту точку имеет смысл только для
резонансных колебаний, поскольку амплиту-
да переторможенных колебаний в этой точ-
ке и на более высоких частотах мала (рис.
1). Таким образом, для переторможенных ко-
лебаний предельным значением фазы будет
 = –р/2. Область дисперсии фазы совпадает
с областью дисперсии спектральной функ-
ции, ширина этой области приблизительно
равна 0 , т.е. признаком переторможенногоо
режима колебаний является наличие замет-
ного фазового сдвига в диапазоне частот от
0 до 0 .

Модуль выражения (29) незначительно
отличается по форме от действительной час-
ти. Полувысота модуля находится на частоте


 3

2
3 2

0
2/1 s .              (34)

Фаза колебаний в этой точке равна 3/

и не зависит от затухания.
Значение модуля в точке 




1
max   равно

2
0

max 2
)(




AA  .             (35)

3. Переторможенные колебания, 2
0  .

В этом случае сила инерции и квазиупругая
сила становятся пренебрежимыми по сравне-
нию с силой трения, потому в уравнении (1)
отбрасываем первое и третье слагаемые.

m
tFx ),(2   .                     (36)

Решение этого уравнения даёт спект-
ральную функцию:




i
AA 0)(~

 .                      (37)

Функция чисто мнимая, это означает, что
при сверхвысоких затуханиях амплитуда ко-
лебаний, совпадающая по фазе с вынуждаю-
щей силой, близка к нулю. Очевидно, что гра-
фик функции (37) – гипербола. Числовые
оценки показывают, что использованное в
этом случае приближение является достаточ-
но грубым. На низких частотах амплитуда
мнимой части функции (7) ограничена зна-
чением (31), в то время как (37) неограничен-
но растёт. Но, тем не менее, эта функция по-
зволяет качественно рассмотреть особенно-
сти сильно заторможенных колебаний
осциллятора.

4. Промежуточный режим колебаний.
Из приведённого выше анализа следует,
что существует ещё один режим колеба-
ний, не описанный выше. Это промежу-
точный режим, находящийся между резо-
нансным и заторможенным, в довольно
узкой области, определяемой приблизи-
тельным неравенством 00 31,0   . В
этом режиме колебания могут иметь при-
знаки как резонансного, так и заторможен-
ного режима. И это единственный режим,
где необходимо применять неупрощенную
спектральную формулу (7).

Для того чтобы более точно ограничить
область действия промежуточного режима,
найдём области применения признаков рас-
смотренных выше режимов колебаний ос-
циллятора. Для этого определим значения
коэффициента затухания, при которых зна-
чения параметров осциллятора, вычисленные
по частным спектральным функциям совпа-
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дают вычисленными по общей формуле (7) с
точностью не хуже 1%. Например, определим
значения коэффициента затухания, при кото-
рых частота максимума пика мнимой части
для заторможенного режима (30) совпадает с
точностью 1% с вычисленной по неупрощен-
ной формуле (11):

 
01,1

2
3
22

3
1 42

0
24

0
22

0
2
0







.(38)

Решая это неравенство относительно bb,
получаем: 06,1   . Результаты определения
области применения различных формул при-
ведены в табл. 1. Если в качестве переходно-
го режима рассматривать область, в которой
все параметры режима отличаются от вычис-
ленных по частным спектральным формулам
не более чем на 1%, то мы получаем интер-
вал, определяемый неравенством:

00 503,0   . Если учесть, что реальная
точность измерений, как правило, много бо-
лее 1%, обычно 10-15%, то реальные грани-

цы переходного режима лежат в узких пре-
делах 00 23,0   . Таким образом, мож-
но сказать, что переходный режим на прак-
тике встречается очень редко. То же самое
можно сказать о необходимости практичес-
кого применения спектральной формулы (7).
При рассмотрении колебательных процессов,
основными расчётными формулами должны
быть (21) и (29).

Заключение
Выше мы выделили четыре режима вы-

нужденных колебаний линейного осцилля-
тора, которые имеют различные признаки
и формы спектральных зависимостей. Ос-
новными часто встречающимися режима-
ми являются резонансный и заторможен-
ный. В резонансном режиме характер ко-
лебаний определяется, в  основном,
инерцией, в заторможенном – трением. В
переходном режиме значимыми являются
оба фактора одновременно.

В механических системах заторможен-

Таблица 1. Результаты определения области применения различных формул

Признаки  Резонансный 
режим 

Область 
существо- 

вания 

Заторможенный 
режим 

Область 
существо- 

вания 
Наличие резонансного 
максимума 
действительной части 

есть <0,5 0  нет >0,5 0  

Положение максимума 
пика мнимой части 
амплитуды 

0  <0,14 0  2
0

2

  >1,6 0  

Положение половины 
статической амплитуды 

2/0
22

0 4/    
<0,1 0  2

0

2

  >1,33 0  

Амплитуда пика мнимой 
части. 0

0
2

A


 <0,60 0  2
0

0

2
A


 >5 0  

Полуширина пика мнимой 
части  322/1   <0,25 0  




2
0

2/1
3

  >2 0  

Симметрия пика мнимой 
части 

Симметрии-
чен - Резко 

ассиметричен - 

Фаза в максимуме пика 
мнимой части -/2 <0,03 0  -/4 >1,9 0  

Предел, к которому 
стремиться фаза при с 
ростом частоты. 

- - -/2 - 

Свободное движение 
осциллятора )sin(

)( /
0





 

t
eAtx t

 < 0  
t

e 0AA(t)  ? 0  
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ные и переторможенные колебания малоза-
метны. В теории диэлектриков до последне-
го времени считалось, что релаксационная
поляризация имеет неколебательную приро-
ду [1, 2]. По этой причине заторможенным
колебаниям до сих пор не уделяли достаточ-
ного внимания.

Приведенные выше формулы могут
быть полезны при анализе любых колеба-
тельных систем, в том числе и диэлектри-
ческих. Основной задачей при анализе экс-
периментальных диэлектрических спектров
является, во-первых, определение соответ-
ствия спектров приведенным выше теорети-
ческим зависимостям, во-вторых, определе-
ние основных параметров осциллятора: 0A ,

0 ,  . Для резонансного режима колебаний
эти параметры в большинстве случаев оп-
ределяются достаточно просто. По затормо-
женным спектрам можно определить толь-
ко два параметра: 0A  и  . Одновременноее
определение 0  и   по форме спектра не-
возможно.

Ввиду очевидности формул (8), (9), (10),
(11), (14), (15), (22), (24), (25), (31), (33) авто-
ры допускают, что они могли быть получены
кем–либо ранее.
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In this paper various regimes of the linear damped oscillator vibrations is considered. Four different
regimes depend on damping are found. The definitional domains for each regime ware determined. The
corresponding spectral functions are given and investigated in detail.


