
 
 УДК 616.21:615.453+582.26 
 

О РАЗМНОЖЕНИИ ДАФНИЙ В РАСТВОРАХ ЭКСТРАКТА 

БИОМАССЫ СПИРУЛИНЫ, ШРОТА КОСТОЧЕК 

ВИНОГРАДА И ИХ КОМПОЗИЦИИ В СООТНОШЕНИИ 1:1  

И О РЕШЕНИИ ИНТЕГРАЛЬНО-ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО 

УРАВНЕНИЯ  
 

© 2009 О.Н. Павлова1, В.Б. Дмитриев2, Ю.Л. Герасимов2, П.П. Пурыгин2,  
Л.М. Васильченко1 

1 Самарский государственный университет путей сообщения 
2 Самарский государственный университет 

 
В работе рассмотрено изучение токсичности экстракта биомассы спирулины, шрота косточек ви-
нограда и их композиции в соотношении 1:1 по стандартной методике Строганова Н.С. и приведе-
но решение интегро-дифференциального уравнения, описывающего плотность популяции дафний 
и уравнение регрессии для плодовитости дафний в этих растворах. 

Ключевые слова: экстракт биомассы спирулины, шрот косточек винограда, плотность популяции 
дафний 

 
В результате процедуры лаборатор-

ного биотестирования при использовании 
классических методов устанавливается или 
отрицается токсичность исследуемых рас-
творов в экспериментах различной про-
должительности. Используются различные 
тест-реакции, эффекты токсичности и спо-
собы оценки результатов (дафнии, бакте-
рии, инфузории). В настоящее время для 
анализа загрязнения или токсичности чаще 
всего применяется классический тест на 
дафниях, в котором критерием служит 
выживаемость [1, 5], а также другие функ-
циональные характеристики.  

Цель нашего исследования состояла 
в изучении токсичности растворов экс-
трактов биомассы спирулины, шрота кос-
точек винограда и их композиции в соот-
ношении 1:1. 
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Нами решались следующие задачи: 1) 
выявление зависимости влияния различ-
ных концентраций изучаемых веществ на 
процесс размножения дафний; 2) решение 
интегро-дифференциального уравнения, 
описывающего развитие плотности попу-
ляции дафний; 3) построение уравнения 
регрессии для плодовитости дафний в рас-
творах водного экстракта спирулины, шро-
та косточек винограда и их композиции в 
соотношении 1:1. В экспериментах приме-
няли стандартную методику Н.С. Строга-
нова с использованием Daphnia magna 
Straus [2].  

Размножение дафний в растворах 
экстракта биомассы спирулины, вино-
градного шрота и их смеси в соотноше-
нии 1:1. При рассмотрении процесса раз-
множения дафний при различных условиях 
мы следовали обозначениям А.М. Наху-
шева [3, 4]. Наиболее простая ситуация – 
нелимитированный рост численности по-
пуляции. Если предположить, что популя-
ция равномерно распределена в области 
обитания Ω , все особи в популяции оди-
наковы, поколения перекрываются, то 
можно допустить, что средняя скорость 
роста популяции на одну особь (коэффи-
циент прироста или удельная скорость) 
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 совпадает с разностью sr −=ε , где r  и  
– соответственно средняя рождаемость и 
средняя смертность. Следовательно, дина-
мику изменения  можно описать диф-
ференциальным уравнением первого по-
рядка: 

s

)(tu

 
uu ε='

,   (1) 
 

где - численность (плотность) популя-
ции,  - время, 

u
t ε  - мальтузианский пара-

метр, имеющий смысл удельной скорости 
роста. Размерность мальтузианского пара-
метра – время–1.  

Решением уравнения (1), которое на-
зывается уравнением Мальтуса, является 
выражение: 

 
teutu ε⋅= )0()( .   (2) 

 
В общем случае коэффициент при-

роста ),( tuεε = , который называют также 
истинной скоростью увеличения числен-
ности популяции, существенно зависит и 
от  и от . Экспоненциальный рост жи-
вых систем не может происходить на про-
тяжении длительного периода времени хо-
тя бы потому, что каждый вид, став слиш-
ком многочисленным, сам ограничивает 
свой собственный рост. По мере увеличе-
ния численности популяции она прибли-
жается к некоторому верхнему пределу, 
когда число погибших особей равно числу 
появившихся на свет. Кроме того, наличие 
дополнительных веществ изменяет этот 
верхний предел – уменьшает его в случае 
токсичности и увеличивает в случае ее от-
сутствия. Так, если рассматриваются про-
цессы жизнедеятельности дафний в рас-
творах экстракта биомассы спирулины или 
виноградного шрота (или их смеси), то 
возможно влияние этих веществ, которое 
зависит от их концентрации. 

u t

Обозначим  - концентрацию веще-
ства в растворе. При больших концентра-
циях  смертность дафний, начиная с не-
которого момента , начинает превышать 
рождаемость, и мы фактически имеем 
уравнение 

S

S
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Здесь  - функция Хевисай-

да. Время измеряется в сутках. Уравнение 
(3) означает, что дафнии размножаются до 
момента 
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Stt = , после чего начинают вы-
мирать при  по закону 

. Дафнии начинают по-
гибать не сразу, а начиная с момента 

)()( SrSq >
uSrSqu )}()({' −=

Stt = . 
Это означает, что токсичные вещества на-
капливаются в их организме до некоторого 
критического значения, несовместимого с 
жизнью. Так, для водного экстракта спи-
рулины мы получаем из эксперименталь-
ной части: при 05,0=S  

16,21,0)( == StSq  суток; при 025,0=S  
16,027,0)( == StSq  суток; при , не 

превосходящих 1,25%,  - нет нега-
тивных последствий (смертность же от 
старости невелика). Поскольку 

S
0)( =Sq

05,0=S  - 
достаточно большая концентрация, это го-
ворит в пользу спирулины. Исходя из ре-
зультатов проведённых исследований, 
водный экстракт спирулины является объ-
ектом средней степени токсичности для 
дафний (четвертый класс токсичности). 
Определена токсическая концентрация для 
дафний, она составила 5%. 

Эксперимент на трех поколениях 
дафний также не выявил негативного 
влияния экстракта виноградного шрота на 
выживаемость и размножение дафний. Та-
ким образом, в водном экстракте шрота 
косточек винограда не содержится токсич-
ных для дафний веществ или они не рас-
творимы в воде. Кроме того, в случае шро-
та величина плодовитости больше, нежели 
в контроле: .  )()( SrSr контрольшрот >

В растворе экстракта смеси биомас-
сы спирулины и шрота косточек винограда 
в соотношении 1:1 плодовитость ниже, а 
смертность выше, чем в случае спирулины 
той же концентрации. При 05,0=S  

0,63,0)( =≥ StSq  суток; при 01,0=S  
0,45,0)( =≥ StSq  суток; при 005,0<S  

гибели дафний от экстракта не происходило. 
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 Таким образом, в этом случае численность 
дафний убывает до нуля при больших кон-
центрациях быстрее, чем для раствора 
спирулины, причем дафнии начинают по-
гибать сразу. Однако гибель дафний вы-
звана не токсичными веществами, а гнило-
стными процессами в растворах. 

Интегро-дифференциальное урав-
нение, описывающее развитие плотно-
сти популяции дафний. 

Мы рассмотрели ситуацию, когда 
корм не ограничен. Если теперь  - под-
держивающая емкость среды, то с учетом 
поглощения питательной среды поддержи-
вающая емкость будет уменьшаться. Тогда 
скорость роста дафний будет описываться 
уравнением вида 
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с начальным условием .      (5) 0)0( uu =

 
Уравнение (4) – нагруженное, оно содер-
жит интегральное слагаемое. Это не слу-
чайно. Математическое моделирование 
ряда процессов, изучаемых в физике, хи-
мии и биологии, нередко приводит к по-
становке нелокальных задач для диффе-
ренциальных уравнений – как обыкновен-
ных, так и с частными производными [3, 
4]. При  или при достаточно малых 
концентрациях  мы имеем следующее 
уравнение, к которому (4) можно свести в 
любом случае:  

Stt <
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В решении нелинейного уравнения (6) ис-
пользуем подстановку вида 

в результате приме-

нения которой получено уравнение  

),(),(
0

tzdSuK
t

=− ∫ ττ

 
)/1( '''' zzzrz += .   (7) 

 

С помощью подстановки  уравнение 
(7) сводится к уравнению вида  

pz ='

,' rp
z
rp =−

    (8) 
 

а далее к уравнению Бернулли  

.
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r
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−

−
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С учётом начального условия Kz =)0(  по-
лучаем решение уравнения (6) в виде  
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где 
1−

=
r

rm . Решение (10) уравнения (5) 

удовлетворяет начальным условиям урав-
нения (5). При ),1()0,(,0 ∞∪−∞∈> rm  
решение (10) стремится к нулю при неог-
раниченном увеличении времени . Это 
соответствует физической постановке за-
дачи. Со временем идет поглощение пита-
тельной среды и скорость роста популяции 
дафний падает. 

t

Плодовитость дафний в растворах 
экстракта биомассы спирулины. Мы до 
сих пор полагали, что  - не 
зависит от . Но эксперимент показывает, 
что ситуация сложнее; выше мы рассмат-
ривали среднюю плодовитость. Построим 
математическую модель плодовитости 
дафний, следуя экспериментальным дан-
ным по их плодовитости (яйцо/самка) в 
ходе эксперимента. Колебания плодовито-
сти позволяют предположить периодич-
ность этого процесса с периодом 

)(),( SrtSr =
t

=T 8 су-
ток, поскольку для 10 суток и =t =t 18 су-
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 ток величины плодовитости практически 
одинаковы. Заметим также, что при увели-
чении концентрации спирулины плодови-

тость дафний уменьшается. Учитывая ха-
рактер колебаний, будем строить модель 
плодовитости в виде 

 

}.0,1max{)
4

sin(),(
0

α

π ⎟⎟
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⎞
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s
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Здесь 0,05 – предельная концентрация 
спирулины, при которой плодовитость 
дафний становится равной нулю. При 

=0S 0=S имеем atbtrtr +== π
4

sin),0()(0 , 

рассмотрим отдельно таблицу плодовито-
сти для 0=S : 

 
Таблица 1. Плодовитость дафний 

 
 10 12 14 16 18 20 

π
4

sin tX =
 

1 0 -1 0 1 0 

)(0 trY =  3,3 4,9 7,3 5,1 3,2 6,8 
 

Тогда зависимость  от )(0 trY = π
4

sin tX =  

близка к линейной, поэтому целесообразно 
воспользоваться линейной регрессией. Ли-
нейная регрессия сводится к нахождению 
уравнения вида 
 
$

xy a b= + ⋅ x  или y a b x ε= + ⋅ + . 
  (12) 

 
Построение линейной регрессии 

сводится к оценке ее параметров – a  и . 
Классический подход к оцениванию пара-
метров линейной регрессии основан на ме-
тоде наименьших квадратов (МНК). При-
меняя МНК, получаем:  

b
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Тогда 447,5
4

sin082,2)(0 +−= πttr . Най-

дём  и c α . Из (11) имеем при 0,05: <S
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Логарифмируя, имеем:  
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Вновь получаем уравнение регрессии и 
получаем 1≈c , 6,0≈α . 
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EXTRACTION CAKE AND THEIR COMPOSITION IN RATIO  1:1 

AND ABOUT THE DECISION OF INTEGRAL-DIFFERENTIAL 

EQUATION  
 

© 2009 O.N. Pavlova1, V.B. Dmitriev2, Yu.L. Gerasimov2, P.P. Purygin2,  
L.M. Vasilchenko1

1 Samara State Transport University 
2 Samara State University 

 
In work studying toxicity of biomass spirulina extract, grape stones extraction cake and their composition 
in ratio 1:1 is considered by N.S. Stroganovs standart technique and the decision of untegral-differential 
equation describing density of daphnes population and the equation of regress for daphnes fruitfulness  in 
these solutions is brought. 
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