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ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

В настоящее время в большинстве космичес�
ких программ, включающих этапы доставки груза
с орбиты на поверхность планеты, используются
затупленные сегментально�коничесие космичес�
кие аппараты (КА) малого удлинения (Beagle2,
Huygens, Phoenix, проект NASA “Mars Sample
Return”) [1�4]. Такая форма позволяет обеспечить
эффективное торможение в разряженных слоях
атмосферы и обладает особенностью аэродинами�
ческой природы: аппараты такой формы могут
иметь три балансировочных положения равнове�
сия по пространственному углу атаки α  (рис. 1).
Учесть эту особенность позволяет аппроксимация
коэффициента восстанавливающего момента би�
гармонической зависимостью:
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sin sin 2m a bα α α= + .                (1)
Поскольку устойчивыми  будут два положения

равновесия 0α =  и α π= , в процессе спуска КА
его пространственный угол атаки может принимать
как малые, так и большие значения. Это делает не�
возможным применение метода линеаризации. Для
исследования движения КА необходим анализ не�
линейных дифференциальных уравнений. В част�
ном случае движения осесимметричного КА, когда
состояние системы определяется изменением одной
быстрой переменной � пространственного угла ата�
ки, получены приближенные аналитические реше�
ния нелинейной возмущенной системы[5]. В случае
движения КА с малой асимметрией система урав�
нений становится двухчастотной. При этом созда�
ются предпосылки для возникновения различных
видов параметрических резонансов. Нелинейный
анализ резонансов строится, как правило, на исполь�
зовании аналитических решений невозмущенного
движения[6]. Эти решения имеют весьма сложный
вид, что затрудняет их применение.

В рамках данной работы для  анализа нели�
нейного движения КА применяются методы хао�
тической динамики, в частности метод Мельни�
кова [7�10]. При хаотическом поведении системы
в окрестности сепаратрисы могут происходить
переходы из одной области движения в другую.
Эти переходы можно рассматривать как проявле�
ния резонанса. Для иллюстрации эффективнос�
ти методов хаотической динамики при решении
задачи, рассмотрим один из видов асимметрии �
смещение центра масс КА с оси симметрии фор�
мы на расстояние Tz  (рис. 2). В этом случае со�
стояние системы определяется двумя быстрыми
переменными: пространственным углом атаки α
и углом аэродинамического крена ϕ .
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Рис. 1. Зависимость коэффициента
восстанавливающего момента от времени
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НЕЛИНЕЙНАЯ СИСТЕМА

Запишем систему дифференциальных урав�
нений, описывающую движение КА с малой
асимметрией ( 0Tz ≠ ) относительно его центра
масс О при спуске в атмосфере [6]
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Здесь R и G – с точностью до множителя про�
екции вектора кинетического момента на продоль�
ную ось и на направление скорости, V – скорость
движения центра масс КА, D – коэффициент дем�
пфирования, 2( ) / 2q H Vρ= – скоростной напор,
( )Hρ  – плотность атмосферы, H – высота поле�

та, S – площадь миделевого сечения КА, L  � ха�
рактерный размер КА, xI , I  – продольный и по�
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компоненты матрицы производных аэродинами�
ческих коэффициентов по безразмерным угловым
скоростям, заданных в системе координат, связан�
ной с пространственным углом атаки,

/zn znL Vω ω= , znω  – проекция угловой скорости
на ось z , mα – коэффициент восстанавливающе�
го аэродинамического момента, yac

α  – производная
коэффициента аэродинамической подъемной

силы ( )yac α  по углу атаки, KAm  – масса КА,
{ }, , , ,z R G V H θ=  � вектор медленных перемен�

ных, θ  � угол наклона траектории.
Коэффициент cτ  разложим в ряд Фурье и огра�

ничимся рассмотрением нескольких первых членов

0 1 2cos cos 2c c c cτ α α= + + .            (5)
Будем также считать, что коэффициент D

постоянен.
При 0ε =  система (1)�(3) приводится к не�

возмущенной:
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Уравнение (6) имеет аналитическое решение,
форма которого зависит вида от корней полинома
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где h  – энергия системы. В случае, когда все кор�
ни полинома ( )f u  действительны ( 1u , 2u , 3u ,

4u ) и пронумерованы так, что 1 2u u> , 3 4u u> , а

3 2u u<  или 4 1u u> , решение имеет вид [6]:
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рирования. В случае, когда полином ( )f u  име�
ет как действительные 1u , 2u  ( 1 2u u> ), так и
мнимые 34u iv±  корни,
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Здесь и всюду далее 1,2i = .

УРАВНЕНИЯ ГОМОКЛИНИЧЕСКИХ
ТРАЕКТОРИЙ

Для использовании метода Мельникова [7�10]
необходимо найти гомоклинические траекторий
0 ( )i tα  невозмущенной системы (6) (рис. 3).

Рис. 2. Космический аппарат

!
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Движению по сепаратрисе соответствует
энергия, вычисленная в седловой точке *
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Полином ( )f u при этом имеет четыре дей�
ствительных корня, два из которых совпадают

1 4 0u u u= = . Перенумеруем корни:
а.) 1 0u v= , 2 1u v= , 3 2u v= , 4 0u v= ;      (10)
b.) 1 0u v= , 2 2u v= , 3 1u v= , 4 0u v= .      (11)

Вариант (a) соответствует траектории 0
1α , а

вариант (b) – траектории 0
2α . Подставляя кор�
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Здесь траектории 0
1α  соответствует значе�

ние 2j = , а траектории 0
2α  � 1j = .

ОЦЕНКА УСТОЙЧИВОСТИ
ОБЛАСТЕЙ ДВИЖЕНИЯ

Переменные z  медленно меняются в процес�
се спуска КА. Однако они не являются периоди�
ческими по времени величинами, поэтому при�
менение описанного в [9, 10] модифицированно�
го метода Мельникова для систем с медленными
параметрами невозможно.

Рассмотрим возмущенную систему, получа�
емую из (2)�(4) при фиксации некоторого мо�
мента времени.
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где p Iα= & � обобщенный импульс. Величины q
и V , G  и R  будем считать постоянными, а в
качестве закона изменения угла аэродинамичес�
кого крена � использовать зависимость

tϕ λ= ,
где λ  � осредненная по периоду колебания угла
атаки угловая скорость
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 Для вычисления интегралов (16) необходи�
мо представить функцию (7) в виде

1 2 3 4
2( ) ( )( )( )( )qSLbf u u u u u u u u u
I
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для случая, когда ( )f u  имеет только действи�
тельные корни; либо в виде

( )2 2
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для случая, когда присутствуют комплексные
корни. Воспользовавшись заменой cosu α=  и
выражениями (8) или (9), перейдем в интегра�
лах (16) от переменной α  к переменной γ . Пос�

Рис. 3. Фазовый портрет
невозмущенной системы
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ле алгебраических преобразований подынтег�
ральных выражений, (16) сводятся к полным
нормальным эллиптическим интегралам Лежан�
дра первого ( )K k  и третьего ( ),П n k  рода [11]

( ) ( )( )1 1 1 2 2 3
1 , , ( )J C П n k C П n k C K k
β

= + + ,

( ) ( )( )2 1 1 2 2 4
1 , , ( )J C П n k C П n k C K k
β

= − + ,

где 
2

2 2
0

( )
1 sin
dK k
k

π

γ
γ

=
−

∫ ,

 ( )
2

2 2 2
0

( , )
1 sin 1 sin

dП n k
n k

π

γ

γ γ
=

+ −
∫ .

В случае, когда все корни (7) действительные
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Для случая комплексных корней
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Запишем критерий Мельникова [10] для си�

стемы (14).
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где ( )0 ( ), 0p ig t t tα +  – вектор возмущений, вы�
численный на i �ой гомоклинической траекто�
рии. Подставляя в (17) f и g  из (14), получим
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Здесь 0 ( )i tα  и 0 ( )i tα&  вычисляются по фор�
мулам (12), (13) соответственно.

Если функция Мельникова 0( )iM t  имеет
простой корень в точке 0t , то при достаточно
малом ε  устойчивые и неустойчивые многооб�
разия пересекаются трансверсально. Если фун�
кция 0( )iM t  не имеет простых корней, то устой�
чивые и неустойчивые многообразия не пересе�
каются и хаотических режимов, обусловленных
пересечением гомоклинических структур не воз�
никает. Другими словами критерий Мельнико�
ва позволяет судить об устойчивости областей
движения системы (14). В случае, если функция
Мельникова имеет простые корни, то в системе
присутствует хаос и фазовая траектория может
пересечь сепаратрису и покинуть свою область.

ХАОТИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ

Рассмотрим движение КА, имеющего следу�
ющие массово�геометрические параметры:

0.35L =  м, 32.8 мS = , 21кг мxI = ⋅ ,
23 кг мI = ⋅ , 0.02Tz = м. Аэродинамические ко�

эффициенты КА зададим с помощью выражений
(4) и (5), в которых 0.036a = , 0.178b = −
0 0.069c = , 1 1.112c = , 2 0.206c =  (рис. 1). По�

строим критерий Мельникова (18) для системы
(14), имеющей следующее параметры

10.5 cR −= , 10.2 cG −= , 12 cλ −= , 1000V =  м/
с, 22000кг/мсq = .

При 0D = 1M  и 2M  обращаются в ноль в не�
скольких точках. В этом случае в системе возника�
ет хаос. При 0.05D =  2M  не обращается в ноль,
то есть в окрестности второй гомоклинической тра�
ектории хаоса не возникает (рис. 4). На рис. 5, 6 по�
казаны сечения Пуанкаре, построенные для фазо�
вых траекторий, начинающихся только в областях

1A  и 2A . Область 2A  устойчива: фазовые траекто�
рии, начинающиеся внутри этой области, не поки�
дают ее (рис. 5). Область 1A  неустойчива (подвер�
жена хаосу): некоторые фазовые траектории, начи�
нающиеся в этой области, пересекают сепаратрису
и попадают в другие области движения (рис. 6).
При 0.6D =  ни 1M  ни 2M  не обращаются в 0 и в
окрестности гомоклинических траекторий хаоса не
возникает, то есть обе области устойчивы.
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Поскольку хаотический анализ выполнялся
для фиксированного момента времени, следует
определить точку на траектории спуска, в кото�
рой КА наиболее подвержен хаосу. Критерий
Мельникова 0( )iM t  характеризует толщину ха�
отического слоя в окрестности сепаратрисы [10].
Изучим, как меняется толщина этого слоя в про�
цессе спуска КА. Пусть рассмотренный ранее КА
осуществляет спуск в атмосферу Марса [12] при
следующих начальных условиях: 0 / 6α π= ,

1
0 0 cα −=& ,  0 1000 м/сV = ,  0 120 кмH = ,

0 /12θ π= − . Зададим коэффициент демпфиро�
вания 0.01D = . В качестве приближенной ха�
рактеристики толщины хаотического слоя будем
рассматривать величину

0 0max ( ) min ( )i i iM t M tΔ = − .
На рис. 7 показано изменение iΔ  в процессе

спуска. Максимальная толщина хаотического
слоя наблюдается при максимальном значении
скоростного напора (при *t t=  рис. 8). Выбирая
коэффициент демпфирования D  достаточно
большим для подавления хаоса при *t t= , мы
тем самым устраним его на всей траектории спус�
ка. Значение параметров системы в момент *t t=
можно получить, рассмотрев движение центра
масс КА при спуске в атмосфере без учета дви�
жения относительно центра масс.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе предложен новый, основанный на
методах хаотической динамики, подход к иссле�
дованию пространственного движения КА с ма�
лой асимметрией при спуске в атмосферу. Полу�
чены уравнения гомоклинических траекторий
нелинейной системы дифференциальных урав�
нений движения КА. На основании метода Мель�
никова записан критерий устойчивости движе�
ния в окрестности гомоклинических траекторий.
Исследовано изменение толщины хаотического
слоя в процессе спуска КА в атмосфере и даны
рекомендации по выбору уровня демпфирова�
ния, устраняющего возможность появления ха�

Рис. 4. Критерий Мельникова для областей

1A  и 2A , вычисленный при 0.05D =

Рис. 6. Сечение Пуанкаре для фазовых
траекторий, начинающихся в области 1A

при 0.05D =

Рис. 5. Сечение Пуанкаре для фазовых
траекторий, начинающихся в области 2A

при 0.05D =

Рис. 8. Изменение скоростного напора
при неуправляемом спуске КА

Рис. 7.  Изменение толщины хаотического
слоя в процессе спуска
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отических переходов на всей траектории спус�
ка. Несмотря на то, что в работе рассматривался
лишь один из видов асимметрии, предложенный
подход может быть легко распространен и на
другие ее виды.

Работа выполнена при поддержке Российс�
кого фонда фундаментальных исследований (06�
01�00355).
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THE  CHAOTIC  ANALYSIS  OF  MOVEMENT  OF  THE  SPACECRAFT
WITH  SMALL  MASS  ASYMMETRY  AT  DESCENT  IN  AN  ATMOSPHERE

© 2009  V.S. Aslanov, A.S. Ledkov

Samara State Aerospace University

The uncontrolled motion of the spacecraft with small mass asymmetry at descent in atmosphere is
investigated by the methods of chaotic dynamics. The restoring moment acts on the spacecraft. It
approximated by biharmonic expression. With the help of Melnikov method  the behaviour of a system in
neighbourhood of the separatrix  is investigated. Analytical solutions for homoclinic trajectories are received.
Criteria of occurrence of chaos are found. The results of the numerical modelling are show validity of received
solutions. Change of thickness of a chaotic layer is investigated during descent of the spacecraft at
atmosphere. Recommendations are given at the choice of the damping eliminating a capability of occurrence
of chaotic transitions on all trajectory of descent.

Key words: spacecraft, biharmonic moment, chaos, Melnikov method, homoclinic  trajectory, the analytical
solution, a chaotic layer, stability, Poincare sections.
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