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1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Космические тросовые системы (ТС) могут
быть использованы для решения чрезвычайно
широкого круга задач [1]: возвращение на Зем�
лю легкой спускаемой капсулы (ЛСК), содержа�
щей полезный груз; исследование гравитацион�
ного поля Земли; создание искусственной гра�
витации на борту космического аппарата (КА);
исследование ионосферы; съемка земной повер�
хности с более высоким разрешением; орбиталь�
ные маневры КА и др. При моделировании раз�
вертывания ТС необходимо по возможности
учитывать как можно больше возмущающих
факторов, в том числе и собственное вращатель�
ное движение концевого груза относительно сво�
его центра масс. Анализ вращательного движе�
ния концевого тела и выбор на этой основе па�
раметров ТС, исходя из заданных ограничений
на углы ориентации и угловые скорости враще�
ния, позволят исключить запутывание троса,
обеспечить приемлемые начальные условия дви�
жения концевого тела при его отделении от ТС,
повысить безопасность проведения тросовых
космических экспериментов.

В данной работе предполагается, что КА
при проведении тросового эксперимента ори�
ентирован по местной вертикали и удержива�
ется в этом положении с помощью системы
стабилизации. Концевой груз рассматривает�
ся как твердое тело, а трос считается невесо�
мым. Движение механической системы проис�

ходит в центральном гравитационном поле.
При анализе вращательного движения груза
учитываются аэродинамический и гравитаци�
онный моменты, момент от силы натяжения
троса. Сила натяжения троса вычисляется с
помощью одностороннего закона Гука (трос не
работает на сжатие). Работа механизма управ�
ления развертыванием ТС моделируется с по�
мощью дифференциальных уравнений, учиты�
вающих его инерционность. Управляющая сила
в механизме управления задается в соответ�
ствии с принципом обратной связи в зависи�
мости от возникающих ошибок по длине троса
и по скорости его развертывания.

Анализируется влияние на пространственное
вращательное движение груза силы упругости
троса и коэффициентов обратной связи, которые
определяют переходные процессы в системе уп�
равления. Проводится также анализ влияния
динамической асимметрии концевого тела и
асимметрии в точке крепления троса на движе�
ние тела вокруг своего центра масс. В качестве
примера приводятся результаты численных рас�
четов вращательного движения спускаемой кап�
сулы, возвращаемой с орбиты с помощью развер�
тываемой ТС.

2. УРАВНЕНИЯ ПРОСТРАНСТВЕННОГО
ДВИЖЕНИЯ ТРОСОВОЙ СИСТЕМЫ

Уравнения движения центров масс КА и кон�
цевого тела, его уравнения вращательного дви�
жения записываются в геоцентрической непод�
вижной системе координат. Используется клас�
сический метод описания вращательного
движения относительно центра масс: динамичес�
кие и кинематические уравнения Эйлера
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где , ,X Y ZI I I  � моменты инерции груза в глав�
ных связанных осях; iω  и iM∑  ( , ,i x y z= ) �
проекции угловых скоростей вращения груза и
действующих на него моментов на оси главной
связанной системы координат; , ,ψ ϕ θ  � углы
Эйлера, определенные относительно геоцентри�
ческой неподвижной системы координат;

.
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Проекции гравитационного момента ( gravM )
для центрального поля имеют следующий вид [2]
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где K  � гравитационный параметр Земли, 2r  �
расстояние центра масс груза до центра Земли

[21] [22] [23], ,a a a � элементы матрицы перехода от
орбитальной к связанной системе координат.

Вектор аэродинамического момента
( aerM
uur

)определяется следующим образом

aer cd aerM r F= ×
uur r ur

, (4)

где aerF
ur

 – вектор аэродинамической силы, а век�
тор cdr

r
 определяет положение центра давления

относительно центра масс груза.
Вектор аэродинамической силы aerF

ur
 для

тела вращения имеет в системе координат, свя�
занной с пространственным углом атаки (α ) две
составляющие, поэтому

 sin
PaerY yF c s q α= ⋅ ⋅ ⋅ ,

cos
paerX xF c s q α= − ⋅ ⋅ ⋅ ,                   (5)

0.
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xc , yc – аэродинамические коэффициенты, s  –

площадь миделевого сечения, 
2

2
1
2

q Vρ= ⋅ ⋅ –

скоростной напор, ( )f hρ =  – плотность атмос�
феры (ГОСТ 25645.101�83), h  – высота полета,

2V  � модуль скорости груза.
Момент от силы упругости троса ( elastM

uur
)

определяется из выражения

elast e elastM R F= Δ ×
uur uuuur uuuur

, (6)

где eRΔ
uuuur

 � радиус�вектор точки крепления троса
относительно центра масс груза; elastF

uuuur
 � сила уп�

ругости.
Для определения модуля силы упругос�

ти применяется односторонний закон Гука
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где ABL  – расстояние между точками крепления
троса на КА и на грузе, L  – длина выпущенного
из механизма троса, c ES=  – жесткость троса,
E  и S  – модуль Юнга и площадь поперечного
сечения троса.

Уравнения, описывающие работу механизма
управления, записываются в виде

,

,

T
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T
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где ( ) ( )с L progr V T progrF K L L K V V= ⋅ − + ⋅ −  – уп�
равляющая сила в механизме развертывания,

inm  – коэффициент, характеризующий инерци�
онность механизма; LK  и VK  – коэффициенты
обратной связи системы управления; TV – ско�
рость троса.

Уравнения (1), (2), (8) необходимо допол�
нить уравнениями движения центров масс КА и
груза, которые имеют следующий вид

2

2 2
k k

kk
k k

d r rKm F
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ur ur
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( 1, 2)kF k =
ur

 – сумма всех внешних сил (без
гравитационной силы), действующих на КА и
груз; kr

r
 – радиус�вектора центров масс тел, вхо�

дящих в систему; km  – массы тел.
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Дифференциальные уравнения (1), (2), (8),
(9) необходимо дополнить заданием значений
коэффициентов обратной связи ( LK , VK ) и
стандартными матрицами перехода между гео�
центрической, орбитальной и главной связанной
системами координат.

3. АНАЛИЗ ВЛИЯНИЯ СИЛЫ
НАТЯЖЕНИЯ ТРОСА
НА ВРАЩАТЕЛЬНОЕ ДВИЖЕНИЕ
КОНЦЕВОГО ТЕЛА

В работе в качестве примера рассматривал�
ся программный закон развертывания ТС, пред�
назначенной для возвращения с орбиты легкой
спускаемой капсулы [3, 4]. Данный эксперимент
был проведен в сентябре 2007 года на КА “Фо�
тон М3”. На рис. 1 и 2 приводятся зависимости
длины троса и его скорости развертывания от
времени. Развертывание ТС в этом случае состо�
ит из двух этапов. На первом этапе (до 6000
секунд), развертывание происходит с малы�
ми скоростями. На втором этапе сначала про�
исходит быстрое развертывание троса (мак�
симальная скорость достигает 17 м/c), а по�
том – резкое торможение (конечная скорость
троса близка к нулю). Управление разверты�
ванием ТС осуществлялась с помощью спе�
циального механизма за счет изменения силы
трения при соскальзывании троса [4]. Харак�

теристики груза сферической формы следую�
щие: масса 20 ,m кг= моменты инерции

2 20.32 , 0.30X Y ZI I кг м I кг м= = ⋅ = ⋅ , ди�
метр 0.4 м. Характеристики троса: диаметр 0.6 мм,
погонная масса 0.2 /кг км ,  модуль Юнга

10 22.5 10 /н м .
Закон изменения силы натяжения троса, со�

ответствующий рассматриваемой программе раз�
вертывания ТС приводится на рис. 3, зависи�
мость угла нутации от времени – на рис. 4. Угол
нутации ϑ  оси динамической симметрии груза
в данном случае определяется относительно на�
правления троса. Сравнение этих зависимостей
показывает, что несмотря действие других мо�
ментов (аэродинамического и гравитационного),
момент от силы натяжения троса непосредствен�
но определяет вращение груза относительно сво�
его центра масс. Причем, при увеличении силы
натяжения наблюдается стабилизация враща�
тельного движения капсулы относительно на�
правления троса (участки 1000�3000 с. и 6250�
8300 с.), а при ее уменьшении амплитуда коле�
баний угла нутации увеличивается (проявляется
динамическая неустойчивость движения, участ�
ки 300�1000 с. и 6000�6250 с.). В том же случае,
когда натяжение троса приблизительно постоян�
но, амплитуда колебаний по углу нутации прак�
тически не изменяется (участок 3000�6000 с.).

При пространственном движении груза важ�
ным также представляется поведение угла прецес�

Рис. 1. Закон изменения длины троса

Рис. 2. Закон изменения скорости троса

,progrL м

 t,c

, /progrV м с

 t, c
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сии (оси динамической симметрии груза) относи�
тельно направления троса. Оказалось, что ось ди�
намической симметрии груза (при законе измене�
ния силы натяжения троса, соответствующем
рис.3) совершает прецессию в одном направлении
против хода часовой стрелки, если смотреть с по�
ложительного направления оси z связанной сис�
темы координат вокруг направления троса. При�
чем на участках максимального значения силы
упругости угловая скорость прецессии достигает
наибольших значений, а на участках минимальных
значений силы упругости – наименьших значений.
На участках же с приблизительно постоянной си�
лой упругости (3000 – 6000 с.) угловая скорость
прецессии тоже практически не изменяется.

4. АНАЛИЗ ВЛИЯНИЯ ЗНАЧЕНИЙ
КОЭФФИЦИЕНТОВ ОБРАТНОЙ СВЯЗИ
НА ВРАЩАТЕЛЬНОЕ ДВИЖЕНИЕ КАПСУЛЫ

В предыдущем пункте коэффициенты обрат�
ной связи ( LK , VK ) в механизме управления

были подобраны из условия чтобы трос был все�
гда натянут 0elastF > . Для обеспечения этого
условия можно, например, воспользоваться ме�
тодикой выбора коэффициентов, изложенной в
статье [5]. Методика заключается в использова�
нии минимаксного критерия оптимальности при
решении задачи регулирования программного
развертывания ТС. Весовой коэффициент в кри�
терии оптимальности перед минимальным зна�
чением силы упругости подбирается так, чтобы
после решения задачи оптимизации выполня�
лось условие 0elastF > . Минимизация критерия
оптимальности осуществляется с помощью ме�
тодов нелинейного программирования. В случае
если коэффициенты обратной связи сильно от�
личаются от оптимальных, движение груза вок�
руг своего центра масс может быть неустойчи�
вым. Неудачным можно считать такой выбор
коэффициентов обратной связи, когда сила уп�
ругости становится равной нулю, в результате
чего капсула начинает совершать почти свобод�
ное неуправляемое движение (действуют толь�

Рис.3. Зависимость силы упругости троса от времени ( 0.005LK = , 0.5VK = )

Рис.4. Изменение угла нутации от времени
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, градϑ

 t,c



253

Механика и машиностроение

ко аэродинамические и гравитационные момен�
ты). В качестве примера на рис. 5 приводится
зависимость угла нутации от времени в случае,
когда при переходе от первого ко второму этапу
развертывания ТС движение груза становится
неустойчивым ( 0.05 1.5L VK K= = ). Соответ�
ствующая зависимость силы упругости от вре�
мени на участке, где движение груза стало неус�
тойчивым, приводится на рис.6. В реальной си�
туации при таком развитии событий, скорее
всего, трос или запутается на концевом теле или
концевое тело приобретет большую угловую ско�
рость при отделении от ТС и эксперимент мо�
жет завершиться неудачей.

Графики, приведенные на рис. 5 и 6, получе�
ны при значениях коэффициентов обратной свя�
зи больших, чем оптимальные. С другой сторо�
ны, сильное уменьшение коэффициентов обрат�
ной связи приводит к росту значений силы
упругости и к улучшению эффекта стабилиза�
ции вращательного движения груза, однако ма�
лые значения коэффициентов обратной связи
ведут к возрастанию ошибок в управлении
( )progrL L− , ( )T progrV V−  и также недопустимы.

5. ВЛИЯНИЕ ДИНАМИЧЕСКОЙ
АСИММЕТРИИ ГРУЗА, ПОГРЕШНОСТИ
ПОЛОЖЕНИЯ ТОЧКИ КРЕПЛЕНИЯ
ТРОСА И ДРУГИХ ВОЗМУЩЕНИЙ
НА ВРАЩАТЕЛЬНОЕ ДВИЖЕНИЕ
КОНЦЕВОГО ГРУЗА

В случае, если груз имеет динамичес�

к у ю  а с и м м е т р и ю  в и д а  0Y XI II
I
−

Δ = ≠

( X Y ZI I I≠ > ), где 
2

Y XI II +
= , то на колебания

угла нутации груза от времени (рис. 4) наклады�
ваются колебания амплитуды, которые обычно
называют биениями (рис.7, 0.05IΔ = ). В слу�
чае увеличения динамической асимметрии час�
тота и амплитуда биений увеличивается. Угло�
вая скорость прецессии при этом увеличивает�
ся, так как в случае динамической асимметрии
появляется дополнительный гироскопический
момент относительно оси z связанной системы
координат.

Рис. 5. Зависимость угла нутации от времени

Рис. 6. Зависимость силы упругости от времени

, градϑ

 t,c
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Как следует из выражений (3), действие гра�
витационного момента проявляется также, если
сферический груз динамически несимметричен.
Однако, как показывают численные расчеты, его
действие практически не сказывается на зависи�
мостях углов нутации и прецессии от времени.
А вот аэродинамический момент проявляет свое
действие только в начале развертывания, когда
сила упругости является небольшой (порядка 0.1
Н), и немного на несколько градусов увеличива�
ет амплитуду угла нутации (рис. 8).

В случае если точка крепления троса не нахо�
дится на оси динамической симметрии груза Oz, то
возникает дополнительный момент относительно
данной оси, который влияет на угловую скорость
прецессии. Так, например, при относительном сме�
щении точки крепления груза равном 0.1 ВО, где
ВО – расстояние от центра масс капсулы до точки
крепления, угол прецессии совершает колебания с
очень большой амплитудой, и вращательное движе�
ние груза становится нерегулярным (рис. 9). Несим�
метричность точки крепления троса также приво�
дит к вращению концевого тела относительно оси
Oz, что в свою очередь (если не использовать спе�

циальных устройств крепления троса) может при�
водить к кручению троса. Типичная зависимость
угловой скорости относительно оси z от времени
приводится на рис. 10. Однако при относительном
смещении точки крепления троса равном 0.1L уг�
ловая скорость вращения концевого тела является
сравнительно небольшой (среднее ее значение яв�
ляется величиной порядка 0.002 рад/c).

В случае, если точка крепления троса не на�
ходится на оси динамической симметрии груза
Oz, то возникает дополнительный момент, кото�
рый влияет на угловую скорость прецессии. Так,
например, при относительном смещении точки
крепления груза равном 0.1L, где L – расстояние
от центра масс капсулы до точки крепления, угол
прецессии совершает колебания с очень большой
амплитудой, и вращательное движение груза ста�
новится нерегулярным (рис. 9). Несимметрич�
ность точки крепления троса также приводит к
вращению концевого тела относительно оси Oz,
что, в свою очередь (если не использовать специ�
альных устройств крепления троса), может при�
водить к кручению троса. Типичная зависимость
угловой скорости относительно оси z от времени

Рис. 7. Изменение угла нутации для динамически несимметричного груза

Рис. 8. Изменение угла нутации при действии аэродинамического момента
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приводится на рис. 10. Однако при относитель�
ном смещении точки крепления троса равном 0.1L
угловая скорость вращения концевого тела явля�
ется сравнительно небольшой (среднее ее значе�
ние является величиной порядка 0.002 рад/c).

В действительности в процессе разматывания
ТС, на груз все описанные выше возмущения мо�
гут действовать совместно. Это приводит к зна�
чительным трудностям при выборе оптимальных
значений коэффициентов обратной связи, если
принять их одинаковыми во все время разверты�
вания. Существенно лучшие результаты получа�
ются, если на первом и на втором этапе разверты�
вания использовать разные коэффициенты. Дело
в том, что первый этап развертывания (до 6000
с.) это этап развертывания с малыми скоростями
(рис. 2) и малыми значениями силы натяжения.
Поэтому на этом этапе для обеспечения устойчи�
вости вращательного движения груза необходи�
мо выбирать небольшие значения коэффициен�

тов ( 0.0002, 0.4L VK K= = ). На втором же эта�
пе развертывания (после 6000 с.) скорость раз�
вертывания существенно выше (рис. 2) и для
уменьшения ошибок управления в конце развер�
тывания можно увеличить значения коэффици�
ентов ( 0.002, 0.9L VK K= = ) при сохранении
устойчивости вращательного движения груза.
Естественное развитие данного подхода являет�
ся разбиение всего интервала времени разверты�
вания на большое количество интервалов и оп�
ределение оптимальных коэффициентов обрат�
ной связи на каждом небольшом интервале. В
этом случае фактически коэффициенты обрат�
ной связи становятся функциями времени. Та�
ким образом, при выборе коэффициентов обрат�
ной связи с учетом обеспечения устойчивой ори�
ентации груза относительно направления троса
необходим компромисс между значениями амп�
литуды угла нутации и возникающими ошибка�
ми в управлении progrL L−  и T progrV V− .

Рис. 9. Зависимость угла прецессии от времени при несимметричном креплении троса

Рис. 10. Зависимость угловой скорости вращения концевого тела относительно оси z от времени
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ВЫВОДЫ

1. Закон изменения силы натяжения троса
непосредственно влияет на пространственное
вращательное движение концевого тела. Причем
увеличение силы натяжения троса приводит к
стабилизации оси симметрии груза относитель�
но направления троса и наоборот.

2. Учет вращательных движений концевых
тел является обязательным при выборе значений
коэффициентов обратной связи в системе управ�
ления развертыванием троса, так как в против�
ном случае возможно неконтролируемое враще�
ние груза относительно своего центра масс.

3. Такие возмущения, как динамическая
асимметрия груза, погрешность расположения
точки крепления груза, аэродинамические мо�
менты необходимо учитывать для уточнения
значений коэффициентов обратной связи с це�
лью обеспечения устойчивой ориентации груза
относительно направления троса.

4. Уменьшение значений коэффициентов об�
ратной связи приводит с одной стороны к стаби�
лизации вращательного движения груза, а с дру�
гой стороны к большим ошибкам в управлении
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при развертывании. Поэтому при выборе коэф�
фициентов обратной связи необходим своеобраз�
ный компромисс между возникающими ошибка�
ми в управлении (по длине и скорости разверты�
вания троса) и значениями амплитуд колебаний
груза относительно направления троса.
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