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1. Серии в последовательной выборке, пред�
ставляющие собой группы подряд стоящих инди�
видуальных значений, расположенных по одну
сторону от медианы (знаковые серии) или обра�
зующих монотонную последовательность (трен�
довые серии), как было показано в [1, 2], имеют
отчетливую спектральную структуру с устойчи�
вой воспроизводимостью. В [1] был получен точ�
ный закон распределения длины максимальной
серии обоих типов. В [2] установлен закон рас�
пределения числа серий фиксированной длины
и получены его нормальные (для коротких серий

7≤l ) и Пуассоновские (для 7>l ) асимптоти�
ки при большой длине последовательности. Пос�
ледние из указанных результатов легко позволя�
ют установить предельную форму закона распре�
деления максимальной длины серий. При этом,
как оказывается, предельная форма распределе�
ния максимальной трендовой серии обладает до�
вольно неожиданным свойством, которое без пре�
увеличения можно назвать “парадоксом вырож�
дения”. Этот парадокс заключается в том, что при
неограниченном возрастании длины последова�
тельности n  длина максимальной трендовой се�
рии перестает быть случайной, т.е вырождается в

фиксированное значение: ( ){ } 1111
≈= nlLP n .

Причем, с дальнейшим возрастанием n  эта
изолированная мода расщепляется на две, и вто�
рая мода 112 += ll , постепенно возрастая, срав�
нивается с первой:
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 Затем вторая мода поглощает первую (распределе�
ние опять вырождается), и это процесс закономер�
но циклически повторяется. При умеренно больших
( )310~n  этот эффект проявляет себя, как показа�

но в [1], в виде апериодических колебаний диспер�
сии и моментов более высокого порядка.

Серии первого типа (знаковые) ведут себя не
столь парадоксально. Их предельная форма рас�
сеяния подобно выборочному размаху [3] явля�
ется стационарной и смещается вправо по оси n
со скоростью n2log .

2. Асимптотику распределения длины макси�
мальной серии nL найдем, используя получен�
ные в [2] Пуассоновские оценки для числа нере�
куррентных серий фиксированной длины ( )nRl

~
.

Для знаковой серии длины l , расположенной
выше медианы в последовательности длиной n
эта оценка, согласно [2],  составляет:
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Используя двойственность величин ( )nRl
+~

 и +
nL ,

ряд распределения последней можно записать в виде:
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Подставив в (1) Пуассоновские вероятности,
получим:
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Асимптотический ряд (2) очевидно сходит�

ся к 1 как )
4
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Для величины { }−+= nnn LLL ,max , собствен�
но и являющейся максимальной длиной знако�
вой серии, определённой согласно [1], ряд рас�
пределения найдём по формуле максимума двух
независимых величин с одинаковым законом
распределения:
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Подставляя в (3) члены ряда (2) и пренеб�
регая слагаемыми ane−~ , получим
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Для рядов (2), (4) очевидно тождество
+

+ = ll pp 1  или, что фактически то же самое,
)2()( npnp ll =+ .

Таким образом, ряд (4) сдвинут на 1 вправо
по оси l относительно ряда (2).

Переходя в (4) к величине

nlt 2log−=  (5)

получаем независящую от n предельную форму (4):
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вид которой с последующим квантованием по�
казан на рис.1. Числовые характеристики (6)
равны:
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где 2,1, =kCk � Эйлеровы интегралы [3, 4]:

∫
∞
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)(ln)1( dxxeC kxk
k  ; 12

1
 в (8) – поправка

на группировку (6). Таким образом, среднее значе�
ние длины максимальной знаковой серии составит

nn 2log
3
1
+≈μ , (9)

дисперсия определяется согласно (8), а предель�
ная форма рассеяния имеет вид (6).

3. По аналогичной схеме, используя Пуассо�
новские оценки для трендовых серий [2]:
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Сумма ряда (10) составит:
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Рис. 1. Предельное распределение длины максимальной “знаковой” серии и его сглаживающая кривая
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По аналогии с (3), (4), для { }−+= nnn LLL ,max
получаем
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В дальнейшем, поскольку речь идет о боль�
ших n , различием между n и 1−n  в (10)�(12)
пренебрежем и положим !2,10 lnl α=>  , где
α – константа ~1.

Для соседних членов ряда (12) с номерами
1−l  и l  будет иметь:
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Приравняв 
2
1

1 ==− ll pp , получим

2ln=α .                             (14)
Таким образом, последовательность
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соответствует наличию симметрично расщеп�
ленной двойной изолированной моды:
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 (остальные члены ряда (12) в сумме составля�
ют ничтожно малую вероятность, и распределе�

ние становится “почти вырожденным”).
Последовательность значений )(1 ln , соот�

ветствующих полному вырождению (изолиро�
ванной моде) будем искать в виде:

)(!)(2 1 llln β= ,                       (16)

где )(lβ  определим из условия max1 →−lp .
Для члена ряда (12) с номером 1−l  будем иметь:
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Подстановкой ue =−β  приходим к функции
вида
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максимум которой достигается в точке
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откуда, после обратной подстановки, находим
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Таким образом, значения
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соответствуют фазе существования изолирован�
ной моды (полного вырождения закона распре�

деления): { } 11
1

≈−= lLP n .

Область значений )()( 21 lnnln <<  соответ�
ствует периоду “зарождения” и роста второй
моды { }lLn = . Затем, на интервале

)1()( 12 +<< lnnln  новая мода “поглощает”
старую, и процесс циклически повторяется. Эво�

Рис. 2. Эволюция распределения длины максимальной трендовой серии.
Фазы изолированной и симметрично расщепленной моды

при n=4.178× 105; 1.258×106; 6.143×108; 2.158×109; 4.108× 1022; 2.150×1023 (слева направо)
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люция ряда (12) в зависимости от n показана на
рис. 2. При этом фазы полного вырождения ря�
дов (10), (12) совпадают между собой, и (3) пре�

образуется к виду 1
2
== +

ll pp .

В фазе расщепления моды (12) соотношение
(3) примет вид:
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11,
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1
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− ll pp  . С воз�

растанием длины последовательности до

22 2nn =+ мода +
nL  становится симметричной, а

значения nL  перенормируются как

4
3,
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Таким образом, длина максимальной трендо�
вой серии  в большой последовательной выбор�
ке становится величиной, закономерно  возрас�
тающей с увеличением объема выборки (неслу�
чайной). Тем самым, она не только является
надежным критерием случайности выборки, но
и, как представляется, сможет послужить клю�
чом к объяснению некоторых, еще не до конца
понятых закономерностей в реальных стохасти�
ческих процессах, в частности, в процессах диф�
фузии и им подобных.
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ON  ONE  PARADOX  OF  LAW  OF  LARGE  NUMBERS
FOR  MAXIMUM  SERIES  IN  THE  SERIES  CIRCUIT  OF  CARPENTERS
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The previously published results of investigating laws governing the formation of series in the series circuit
are augmented and refined. The limited forms of the laws of distribution of the length of the maximum
series, formed by position relative to median and order relation between the adjacent individual values, are
obtained. It is established that the limited form of the distribution of the length of a maximum series of the
order relations behaves paradoxically, cyclically evolving from the singular distribution with the isolated
mode to the binary with the mode, symmetrically split to two contract of those standing of value.

The keywords: series circuit, the length of a maximum series, law of large numbers, the structure of series,
the criterion of chance.


