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К упруго-фрикционным относится 
широкий класс весьма специфических сис-
тем, описываемых вырожденными диффе-
ренциальными уравнениями нечетного по-
рядка при наличии сухого трения, например, 
механические устройства с конструкцион-
ным сухим трением в соединениях и c эле-
ментами трения с предварительным смеще-
нием [1-4], колебательные устройства (на-
пример, лопатка турбины) с демпферами 
сухого трения [5], механизмы с промежу-
точными фрикционными связями [6, 7]. 
Действующие в этих системах силы сухого 
трения, с одной стороны, существенно 
влияют на динамические процессы, а с дру-
гой – обладают полезной и объективной ин-
формативностью технического состояния 
объекта и поэтому могут быть использованы 
в качестве диагностического признака. Для 
построения процедуры идентификации сил 
сухого трения рассмотрим особенности ди-
намического поведения данного вида систем 
при вынужденных колебаниях под действи-
ем гармонической силы. Расчетная динами-
ческая схема простейшей упруго-
фрикционной системы (так называемой сис-
темы с 1,5 степенями свободы) представлена 
на рис.1.  

Вынужденные колебания упруго-
фрикционной системы (рис. 1) под действи-
ем гармонической вынуждающей силы 
P(t)=P0cos(ωt+φ) описываются следующей 
системой вырожденных нелинейных диф-
ференциальных уравнений: 
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где координаты и коэффициенты соответст-
вуют обозначениям на рис.1.  

Исследование особенностей колебаний 
рассматриваемой системы осуществлялось 
путем численного математического модели-
рования системы (1) в среде Simulink 
/MatLab. Блок-схема Simulink-модели пред-
ставлена на рис. 2, а подсистема моделиро-
вания силы сухого трения – на рис. 3. Слож-
ность представления силы сухого трения 
при моделировании вызвана возможностью 
блокировки фрикционной связи, при кото-
рой сила сухого трения покоя противо-
положна по направлению и равна по вели-
чине сумме внешних активных сил, а также 
возможным превышением предельной силы 
трения покоя (при страгивании) над силой 
трения движения.  

 

 
Рис. 1. Расчетная динамическая схема 

упруго-фрикционной системы  
с 1,5 степенями свободы 
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Рис. 2. Блок-схема математического моделирования упруго-фрикционной системы  

в среде Simulink/MatLab 
 

 
Рис. 3. Подсистема моделирования силы сухого трения в среде Simulink/MatLab 

 
Математическое моделирование рас-

сматриваемой системы подтвердило прояв-
ление основных особенностей колебаний: 
- наличие непрерывного интервала резо-
нансных частот Ω1…Ω2, 
 

где 
m
k

mkk
kk 2

2
21

21
1 ;

)(
=Ω

+
=Ω ; 

 
- смещение резонансных частот в область 
больших значений при увеличении силы су-
хого трения; 
- специфика формы петли гистерезиса (рис. 4); 
- изменчивость структуры колебательной 
системы; 
- существование бифуркационных точек на 
АЧХ и соответствующих им критических 

амплитуд раскрытия и блокировки фрикци-
онной связи. 

Изменение структуры системы, проис-
ходящее при раскрытии или блокировке 
элемента сухого трения, будет иметь место в 
тот момент, когда амплитудное значение 
упругой силы в первой ступени k2(x-q)max 
станет равной предельной силе сухого тре-
ния покоя Fpok во второй ступени, т.е. при 
некоторой критической амплитуде виброс-
мещения: 
 

pokкр FAk =2 ;  (2) 
 

где Akp – критическая амплитуда вибросме-
щения массы m, соответствующая моменту 
разблокировки (или блокировки) фрикцион-
ной связи. 

Механика и машиностроение

297297



 
 

 
 

Рис. 4. Силовая диаграмма (петля  
гистерезиса) упруго-фрикционной системы 

без учета вязкого сопротивления 
 

Выполнение условия (2) позволяет по-
строить на этой основе процедуру иденти-
фикации силы сухого трения в упруго-фрик-
ционной системе [8], которая будет заклю-
чаться в определении критической амплиту-
ды колебаний Akp, измерении коэффициента 
жесткости k2 первой ступени и расчета дейст-
вующей силы сухого трения F по формуле (2). 

Определить значение Akp, соответст-
вующее моменту разблокировки фрикцион-
ной связи, можно следующим образом. Если 
при заблокированной фрикционной связи 
плавно увеличивать амплитуду вынуждаю-
щей силы P0 и устанавливать зависимость 
амплитуды колебаний A от P0: A=f(P0), (на-
пример, графически), то при достижении 
критической амплитуды Akp и раскрытии 
фрикционной связи на графике данной зави-
симости появится излом (см. рис.5). Появ-
ление излома связано с изменением струк-
туры колебательной системы и началом рас-
сеяния энергии силами сухого трения. 

Наиболее контрастным изменение уг-
лов наклона участков на графиках зависи-
мостей A=f(P0) будет при возбуждении ко-
лебаний на резонансной частоте Ω2, соот-
ветствующей заблокированной фрикцион-
ной связи (кривая 1 на рис. 5). В этом случае 
срыв резонансных колебаний, происходящий 

при разблокировке фрикционной связи, бу-
дет наиболее резким, а соответствующая 
ему критическая амплитуда будет опреде-
лена по излому графика с наибольшей чув-
ствительностью и точностью. При возбуж-
дении колебаний вне резонансной частоты 
переход от колебаний при заблокированной 
фрикционной связи к колебаниям при 
скользящем фрикционном контакте будет 
более плавным и менее контрастным (кри-
вые 2 и 3 на рис. 5), что отрицательно ска-
жется на точности и чувствительности оп-
ределения критической амплитуды колеба-
ний Akp . 

 

 
Рис. 5. Зависимость амплитуды колебаний 
от амплитудного значения гармонической 
вынуждающей силы (1 – на резонансной 
частоте ω=Ω2, 2 и 3 – вне резонансной час-

тоты ω> Ω2 и ω< Ω2 соответственно) 
 

Аналогичный подход использован при 
вибрационной диагностике силы сухого 
трения в демпфере лопатки турбины [9], т.к. 
данная система также относится к упруго-
фрикционным. На рис. 6 представлена схема 
устройства для определения силы сухого 
трения в демпфере 1 лопатки 2 турбины, ко-
торое также включает электромагнитный 
возбудитель колебаний 3 и управляющий 
силовой генератор 4. Для регистрации ам-
плитуды колебаний на свободном конце ло-
патки 2 установлен датчик 7, соединен-ный 
с вибропреобразовательным устройством 5 
и измерительным устройством 6. 
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Рис. 6. Схема устройства для определения силы сухого трения в демпфере лопатки турбины 
 
Диагностическую процедуру реализу-

ют следующим образом. В предварительно 
заблокированной демпфером 1 лопатке 2 
возбуждают резонансные колебания первой 
изгибной формы, воздействуя на неё гармо-
нической силой, постепенно увеличиваю-
щейся по величине. Увеличение амплитуд-
ного значения P0 вынуждающей силы про-
изводят до момента разблокировки демпфе-
ра 1, который определяют, например, по из-
лому графика зависимости A=f(P0) (рис. 7), а 
полученную при этом амплитуду колебаний 
конца лопатки Akp используют для опреде-
ления действующей силы сухого трения: 

 

крэкв АkF = ; 
 

где kэкв – коэффициент эквивалентной из-
гибной жесткости на свободном конце ло-
патки при заблокированном демпфере. 
 

 
 

Рис. 7. График зависимости амплитуды A 
колебаний первой изгибной формы  

свободного конца лопатки от амплитудного 
значения вынуждающей гармонической 

силы P0 

Анализ рассмотренного метода вибра-
ционной диагностики позволяет сформули-
ровать его достоинства: 
- возможность идентификации силы сухого 
трения в упруго-фрикционных системах с 
высокой степенью точности и чувствитель-
ности; 
- возможность использования маломощных 
возбудителей колебаний за счет возбужде-
ния колебаний на резонансной частоте; 
- малое количество измеряемых параметров, 
простота аппаратурной реализации. 

К недостаткам метода следует отнести 
необходимость построения графика зависи-
мости A=f(P0) для определения критической 
амплитуды колебаний, а также то, что дан-
ным методом определяется предельная сила 
трения покоя (страгивания), а не сила тре-
ния движения. 

Выводы: 
1. Разработана Simulink-модель компь-

ютерного моделирования вынужденных ко-
лебаний упруго-фрикционных систем. 

2. Рассмотрен метод идентификации 
силы сухого трения в упруго-фрикционных 
динамических системах, отмечены его дос-
тоинства и области применения. 

3. Представлен пример реализации виб-
рационной диагностики силы сухого трения 
в демпфере лопатки турбины. 

Работа выполнена при поддержке гранта Кур-
скГТУ 1.77.09П/12. 
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Features of the forced oscillations of elastic-frictional systems on the basis of which effective methods of 
vibrating diagnostics of the dry friction are offered, possessing useful and objective information of their 
technical condition are considered. 
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