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Приведены результаты компьютерного моделирования в среде Simulink/MatLab динамики элемента с 
сухим некулоновым трением, математическая модель которого позволяет реализовывать фрикционные 
автоколебания. Тестирование представленных компьютерных моделей показало их достаточную адек-
ватность для возможности исследования закономерностей движения и особенностей динамических 
процессов систем с сухим некулоновым трением. 
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Особый интерес ученых и исследователей 

в России и за рубежом вызывают причины воз-
никновения и результаты действия сил сухого 
некулонова трения, которое в некоторых лите-
ратурных источниках ещё называют «сухим тре-
нием с падающей характеристикой от скорости» 
или «разрывным некулоновым трением» [1-5]. 
Это обусловлено тем, что именно такая модель 
сухого трения позволяет объяснить причины 
возникновения таких сложных и плохо контро-
лируемых, а, значит, и трудно устранимых явле-
ний как фрикционные автоколебания. В этой 
связи определение динамических, то есть посто-
янно изменяющихся во времени и в функции 
других величин, параметров сухого некулонова 
трения носит актуальный характер. Указанная 
проблема осложняется еще и тем, что непосред-
ственное измерение действующих сил сухого 
трения возможно лишь триботехническими ме-
тодами и подходами и весьма сложно реализуе-
мо в упругих колебательных системах, которы-
ми в большинстве и являются рассматриваемые 
устройства. Поэтому для идентификации дина-
мических параметров механической системы, в 
частности сухого некулонова трения, приходит-
ся использовать косвенные методы, основанные 
на измерении колебательного отклика в дина-
мической системе. Кроме того, в отдельных оте-
чественных и зарубежных публикациях авторы 
приходят к выводу, что причиной возникнове-
ния «падающей» зависимости сухого трения от 
скорости скольжения является возможность 
нормальных колебаний поверхностей трения, 
что значительно усложняет физическую и мате-
матическую модели процесса трения.  

Цель работы: выявление истинной при-
роды действия сил сухого некулонова трения, 
исследование особенностей и закономерностей 
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движения, а также разработка достоверных ме-
тодов идентификации динамических параметров 
механических систем с сухим некулоновым тре-
нием. 

Для компьютерного моделирования дина-
мики элемента с действующей силой сухого не-
кулонова трения необходимо учитывать сле-
дующие факторы. Во-первых, необходимо вы-
явить и задать так называемую «активную» 
обобщенную силу QA как сумму всех действую-
щих на систему сил, кроме сил сухого трения и 
сил инерции. Тогда уравнение движения тела 
массой m по обобщенной координате q можно 
представить в следующем виде: 
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В выражении (1) силу сухого некулонова 
трения QTR зададим следующим образом: 

 

 (2) 
 

где – сила сухого некуло-
нова трения движения; F

3
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TP – сила сухого трения 
покоя. При этом обычно FTP>F0. 

Для построения и исследования математи-
ческих моделей будем использовать среду визу-
ального моделирования динамических систем 
Simulink/MATLAB [6]. Для численного решения 
уравнения (1) с учетом (2) создадим универ-
сальный блок (рис. 1), входом которого будет 
являться текущее значение обобщенной актив-
ной силы QA, а выходом – текущее значение 
обобщенной скорости . Представленная блок-
схема обеспечивает расчет обобщенной скорости 

q&
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 (выход 1 – «Skorost») динамической системы с 
сухим некулоновым трением при действии на 
неё некоторой внешней обобщенной активной 
силы (вход 1 – «QA»). Два дополнительных 
выхода рассмотренного блока подсистемы 

моделирования сухого некулонова трения по-
зволяют исследовать изменения во времени ус-
корения (выход 2 – «Uskorenie») и самой силы 
сухого трения (выход 3 – «Fnec»). 

 

 
Рис. 1. Блок-схема подсистемы моделирования сухого некулонова трения 

 
Рассмотрим теперь результаты компью-

терного математического моделирования дина-
мического поведения простейшей системы с су-
хим некулоновым трением, расчетная схема ко-
торой представлена на рис. 2, находящейся под 
воздействием внешней гармонической силы 
Psin(ωt+φ). 

 

 
 

Рис. 2. Расчетная схема простейшей динамиче-
ской системы с сухим некулоновым трением 

 
Дифференциальное уравнение, описы-

вающее поведение рассматриваемой системы, 
имеет следующий вид: 

 

( )ϕ+⋅ω=+ tPxFxM nec sin)( &&&   (3) 
 

где M – приведенная масса системы;  – 
значение некулоновой силы сухого трения, оп-
ределяемой согласно выражению (2); P, ω, φ – 
соответственно амплитуда, частота и начальная 
фаза вынуждающей гармонической силы. 

)(xFnec &

На рис. 3 представлена блок-схема Simu-
link-модели для численного интегрирования 
уравнения (3) установленным методом ode23 
(Bogacki-Shampine) с переменным шагом и от-
носительной точностью 10-5. 

На рис. 4 показаны графики изменения во 
времени отдельных динамических характери-
стик рассматриваемой системы, синхронизиро-
ванные во времени. Это позволяет эффективнее 
проанализировать характер их поведения и 
взаимозависимость. Например, из анализа пред-
ставленных графиков отчетливо видно, что 
скольжение груза начинается при превышении 
вынуждающей силой силы трения покоя Fpok=5,5 
Н. Остановка системы происходит, когда сила 
трения и вынуждающая силы уравновесятся си-
лами инерции. Движение системы в данном 
случае реализуется с продолжительными оста-
новками. Сила трения во время этих остановок 
(схватывания с опорной поверхностью) «копи-
рует» вынуждающую гармоническую силу, что 
хорошо согласуется с известными физическими 
представлениями. 

Закон изменения самой силы сухого тре-
ния во времени имеет сложный характер, обу-
словленный прерывистостью движения, измене-
нием направления движения и зависимостью 
значения силы некулонова трения от значения 
скорости скольжения. Реализуемый закон силы 
сухого некулонова трения в функции скорости 
скольжения представлен на рис. 5. Петля гисте-
резиса, площадь которой соответствует рассеи-
ваемой силами трения механической энергии за 
один период движения системы, представлена 
на рис. 6. 
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Рис. 3. Блок-схема Simulink-модели простейшей динамической системы  

с сухим некулоновым трением 
 

 
Рис. 4. Законы изменения во времени динамических характеристик исследуемой системы:  

1 – ускорение, 2 – вынуждающая гармоническая сила, 3 – скорость,  
4 – сила сухого некулонова трения 

 

 
 

Рис. 5. Закон изменения силы сухого некулоно-
ва трения от скорости скольжения  

(Fpoc=5,5 (Н); F0=5 (Н); b1=0,18 Hc/м, b3=0,005 
Нс3/м3) 

 
 

Рис. 6. Петля гистерезиса системы с  
некулоновым трением 
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 Для проверки адекватности функциониро-
вания разработанного комплекса по моделиро-
ванию динамических процессов в системах с 
сухим некулоновым трением рассмотрим клас-
сическую задачу возникновения фрикционных 
автоколебаний в такой системе, причиной кото-
рых как раз и является наличие падающего уча-
стка на законе . Расчетная схема иссле-
дуемой динамической системы представлена на 
рис. 7. Дифференциальное уравнение динамики 
данной системы имеет вид: 

)(xFnec &

 

0)()()( 0 =−+−++ vxbvtxCxFxM nec &&&& , (4) 
 

где C – коэффициент жесткости упругого эле-
мента; b0 – коэффициент вязкого сопротивления; 
v=const – постоянная скорость перемещения 
правого конца упругого элемента;  – закон 
изменения силы сухого некулонова трения с па-
дающей характеристикой от скорости в соответ-
ствии с принятой моделью (2). 

)(xFnec &

 

 
 

Рис. 7. Расчетная динамическая схема  
системы для исследования фрикционных  

автоколебаний 
 

Блок-схема Simulink-модели для числен-
ного решения уравнения (4) представлена на 
рис. 8. При исследовании приняты следующие 
значения параметров математической модели 
(4): M=0.25(кг); С=2(Н/м); b0=0.12 (Нс/м); 
v=4(м/с); Fpoc=F0=5 (Н); b1=0,18 Hc/м, b3=0,005 
Нс3/м3. 

 
 

Рис. 8. Блок-схема Simulink-модели для исследования фрикционных автоколебаний 
 

 
 

Рис. 9. Результаты моделирования фрикционных автоколебаний (копия экрана «Scope»):  
1 – ускорение; 2 – скорость; 3 – сила сухого некулонова трения; 4–упругая сила пружины  
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Рис. 10. Результаты моделирования фрикционных автоколебаний (копия экрана «Scope 1») 
 

 
 

Рис. 11. График изменения относительного перемещения груза и правого конца упругого элемента 
 

 
 

Рис. 12. График изменения относительной скорости груза и правого конца упругого элемента 
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 На рис. 9 и 10 представлены результаты 
моделирования рассматриваемой системы в сре-
де Simulink/MatLAB. Из анализа приведенных 
графиков видно, что груз М совершает квази-
гармонические фрикционные автоколебания с 
частотой f=0,44 Гц, сопровождаемые периодиче-
скими остановками продолжительностью 
tост=0,2 с. Амплитудные значения скорости гру-
за превышают 8 м/с. Сила сухого некулонова 
трения имеет сложный закон изменения во 
времени, обусловленный падающим участком и 
прерывистым характером движения с останов-
ками. На рис. 11 и 12 показаны графики относи-
тельного смещения и относительной скорости 
груза и правого конца упругого элемента, пере-
мещаемого с постоянной скоростью. При этом 
хорошо заметны остановки груза, а также квази-
гармонический характер движения. 

Таким образом, известный характер пове-
дения рассматриваемой системы полностью 
подтвердился при компьютерном вычислитель-
ном эксперименте. 

Выводы: рассмотренная компьютерная 
модель сухого некулонова трения, представлен-
ная средствами блочного имитационного моде-
лирования Simulink/MatLab, позволяет адекват-
но описывать динамические процессы, в частно-
сти, фрикционные автоколебания. Особо важ-
ным и сложным при моделировании является 
обеспечение соответствующего характера изме-
нения силы сухого некулонова трения на этапах 
скольжения и относительного покоя поверхно-
стей трения, а также определение момента сме-
ны одного этапа другим. 

Работа выполнена в рамках реализации Феде-
ральной целевой программы «Научные и научно-
педагогические кадры инновационной России» на 
2009-2013 годы по проблеме «Исследование законо-
мерностей движения и идентификация динамиче-
ских параметров механических систем с сухим неку-
лоновым трением» (гос. регистр. № П2243, шифр 
НК 422П). 
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COMPUTER MODELING OF DRY UNCOULOMB FRICTION 

ELEMENT’S DYNAMICS 
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Results of computer modeling in the Simulink/MatLab environment of an element's dynamics with dry unCou-
lomb friction which mathematical model allows to realize frictional self-oscillations are presented. Testing of 
the offered computer models has shown their sufficient adequacy for possibility of research of laws of motion 
and features of dynamic processes of systems with dry unCoulomb friction. 
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