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Представлен новый метод идентификации осевых и центробежных моментов инерции в точке те-
ла, матрицы тензора инерции тела на устройствах с трением и аэродинамическим сопротивлени-
ем. Предложено исполнительное устройство и система реверсивно-симметричных программных 
движений, обеспечивающая определение инерционных параметров с точностью, не зависящей от 
трения. Предложено исполнительное устройство, осуществляющее метод. 
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Работа посвящена экспериментальному 

определению тензора инерции автомобилей, 
самолетов и других изделий с использованием 
современных возможностей робототехники. 
Компоненты тензора инерции являются суще-
ственными константами динамических моде-
лей движения тела в пространстве. В этой свя-
зи проблема определения инерционных пара-
метров является важной. Тензор инерции, за-
даваемый центробежными и осевыми момен-
тами инерции, находят экспериментально по 6 
осевым моментам инерции относительно пуч-
ка из 6 осей [1], методы описаны в работах [1-
10]. Проблема отрицательного влияния трения 
на точность обычно решается посредством 
усложнения конструкции, использования га-
зовых подшипников, торсионных и мультиф-
лярных подвесов, применения медленных 
движений.  

В статье разрабатывается новый метод 
идентификации моментов и тензора инерции 
тела, использующий разгонно-тормозные ре-
версивно-симметричные вращения вокруг 
осей, обеспечивающие аналитическое исклю-
чение моментов трения из расчетных формул. 
Предложено исполнительное устройство с 
двумя электродвигателями. 
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Элементы тензора инерции и моменты 
инерции. Тензор инерции в точке О твердого 
тела в связанной с телом системе Oxyz задают 
матрицей осевых и центробежных моментов 
инерции вида 
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Момент инерции тела относительно оси, 
заданной ортом ie , вектор-строкой ei=[eix eiy 
eiz], представляется в виде произведения век-
тор-строки U=[Ix Iy Iz Ixy Iyz Ixz] и вектор-
столбца Ai, составленного из квадратов и 
двойных произведений направляющих 
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Рассмотрим виртуальный конус с осью 
Oz, углом (2α) при вершине O, на конусе рав-
номерно распределим пять осей с ортами 

1,...,e 5e , орт 6e  направим вдоль оси Oz, орт 

1e  расположим в плоскости Oxz, а последую-
щие орты получаем последовательно поворо-
тами на угол β=72o вокруг Oz. Получаем 
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 ), sin([co ), ctg ]sin , 1,s( ...,5i ie i iβ β β β α α− − == , 

. 6 [0, 0,1]e =
Посредством горизонтального объеди-

нения шести матричных равенств (2) получа-
ем уравнение UA=I0, и формулу для вектор-
строки U: 
 

[ ]
[ ]

ABAB

AAA
III

BIU

det/1det,

,,...,
,,...,

,

1

6

610

0

==

=
=
=

−

  (3) 

 
Исполнительное устройство (рис. 1, рис. 

2) состоит из сервопривода 1 с робастной сис-
темой управления, платформы 2, шагового 
двигателя 3, подъемника 4, шарнира 5, плат-
формы 6 с закрепленным на ней изделием 7. 
По условиям эксплуатации желательно, чтобы 
угол α был небольшим, но с другой стороны 
при малом α имеем малое значение определи-
теля D(α)=det A, т.е. – плохо обусловленную 
задачу [11]. На рис. 3 показан график значе-
ний определителя, представленного функцией 
D(α)=27,95 sin8α cos2α, максимальное значение 
Dmax≈2,29 достигается в случае направления 
ортов по осям икосаэдра, при угле α0≈63,43o. 
Будем считать систему достаточно хорошо 
обусловленной при выполнении условия: 
|D(α)|≥0,5, т.е. при значении угла из интервала 

 (рис. 3). 0[40 ; 82]α ∈
 

 
 

Рис. 1. Схема устройства 

 
 

Рис. 2. Макет устройства 
 

 
 

Рис. 3. График значений определителя 
 

Расчетная формула для моментов 
инерции. Осевой момент инерции твердого 
тела будем определять на следующих ревер-
сивных тормозных-разгонных вращениях, со-
стоящих из замедленного вращения на угло-
вом интервале [ ]10 0, ,ψ ψ ψ= Δ+ 0Δ >  с повто-
рением в обратном порядке вращения на ин-
тервале [ ]01,ψ ψ . Торможение может быть не-
управляемым, но замеряемым, допускается заме-
ряемый выбег за пределы интервала до некото-
рого значения ( )r trψ ψ= . Затем осуществляем 
обратное движение, рассчитанное по замерен-
ному движению. Пусть методом точечной ап-
проксимации получено уравнение торможе-
ния ( )f tψ =  при 0 ][ , rtt t∈ , тогда уравнение 
обратного движения есть ( )f tψ ′=  при 

0 rtt tt +′ −= . Работа сил тяжести равна нулю 
ввиду вертикальности оси вращения, поэтому 
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 программные движения можно выполнять в 
любом ограниченном угловом интервале. По 
теореме кинетической энергии на тормозном и 
обратном вращении имеем уравнения 
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Здесь A , 'A  – работы крутящего момента на 
интервале 0 1[ , ]ψ ψ ;   – работы диссипа-
тивных сил, I – момент инерции изделия, I

,V 'V
0 – 

приведенный момент инерции исполнитель-
ного устройства. Вычитая почленно уравне-
ния (4), получаем расчетную формулу, опре-
деляющую осевой момент инерции тела через 
разность работ крутящего момента 
 

( )( ) 12 2
0 4' 0I A A Iω ω

−
= − − −

. (5) 
 
Формула (5) не содержит работы диссипатив-
ных сил и может быть использована на дина-
мически симметричных устройствах с суще-
ственным трением и аэродинамическим со-
противлением, удовлетворяющих условию 
равенства их работ на тормозном и обратном 
движении, что можно обеспечить симметрич-
ной оболочкой на изделии. 

В конце первого эксперимента включа-
ется электродвигатель собственного вращения 
для поворота на угол ∆φ=720 и установки из-
делия в новом угловом положении по отно-
шению к оси Oz1. Выполняется 5 испытаний. 
Шестое испытание выполняем при установке 
α=0 (рис. 1), где в расчетах следует применить 
формулу Гюйгенса-Штейнера. Итак, по фор-
муле типа (5) находим 6 осевых моментов 
инерций изделия I1,…,I6, при этом осевые мо-
менты инерции устройства I01,…,I06 находят 
заранее на отдельных испытаниях устройства 
без нагрузки.  

Допустим, что замеряется потребление 
двигателем электроэнергии E  и 'E  на рас-
сматриваемых угловых интервалах. Она рас-
ходуется на механические работы A V+  и 

' 'A V+ , а также – на омические потери и на 
изменение электромагнитного поля 
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Подставляя последнее равенство в (5), полу-
чим энергетическую формулу  
 

2 2 1
0 1)(( ' )I E E 0Iδ δ ω ω −′− −− −= + , (6) 

 
выражающую момент инерции тела относи-
тельно каждой оси через разность потребляе-
мой электроэнергии и разность омических по-
терь в контурах. Потери ,δ δ′  можно оценить 
на испытании с эталонным телом. 

Пусть угол φ не фиксирован, медленно 
изменяется, обеспечивая непрерывное изме-
нение положения в теле оси Oz1. Тогда имеем 
угловую скорость сферического движения в 
виде 1k k 1kω ψ ψϕ= + ≈&& & , и с малой погреш-
ностью можно применить формулы типа (5) 
на интервалах времени , на 
которых φ получает изменение 72

1[ , ], 1,...,5i it t i+ =
0. 
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METHOD OF IDENTIFICATION THE INERTIA TENSOR 

ON PROGRAM MOVEMENTS 
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The new method of identification the axial and centrifugal moments of inertia in a point of a body, a ten-
sor matrix is presented to inertia of a body on devices with friction and aerodynamic resistance. The ex-
ecutive device and the system of reversive-symmetric program movements providing definition of iner-
tial parameters with accuracy, not dependent on friction is offered. The executive device which is carry-
ing out a method is offered. 
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