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В статье приводится анализ конструкции состоящей из трех пружин, вставленных друг в друга. Дается 
методика определения внутренних силовых факторов – крутящих моментов (или внутренних сил), по-
зволяющих рационально спроектировать такую конструкцию и определить несущую способность (или 
критические силы или крутящие моменты) каждой пружины отдельно.  
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Расчет коаксильных пружин сжатия не 
приводится в современной литературе, кроме 
известных классических методов расчёта пру-
жин сжатия, работающих на деформацию кру-
чения. Однопружинные конструкции были рас-
смотрены в работах авторов [1, 2] и предложены 
для реализации в работе [3]. Двухпружинные 
конструкции были рассмотрены в работах [4-6]. 
В настоящей работе дается теоретический рас-
чёт конструкции, состоящей из трёх пружин 
сжатия (рис. 1). 

Рассматриваемые пружины могут быть 
односторонней (правой или левой) или разно-
сторонней завивки, что существенно влияет на 
распределение деформаций в пружинах и опре-
деление в них внутренних силовых факторов в 
зависимости от направления крутящего момен-
та. Углом наклона винтовой линии к горизон-
тальной плоскости будем пренебрегать. При та-
ком подходе каждые три смежных сечения при 
рассечении их вертикальной плоскостью будут 
находиться на одинаковом деформированном 
положении (рис. 2). В сечениях пружин возни-
кают внутренние крутящие моменты – равно-
действующие которых обозначены через Tн – в 
сечении проволоки наружной пружины, Tс – в 
сечении проволоки средней пружины и Tв –в 
сечении проволоки внутренней пружины. 

Принятые обозначения: F – приложенная 
внешняя сила; Fн , Fс , Fв – составляющие силы F 
в наружной, средней и внутренней пружинах; 
Rн. – наружный радиус пружинного вала, пру-
жины; rн, rс, rв – средний радиус наружной, сред-
ней и внутренней винтовых линий проволок 
пружин; ℓ – высота цилиндрической части пру-
жин; ιн, ιс, ιв – шаг винтовой линии проволок 
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наружной, средней и внутренней пружины; Ен, 
Ес, Ев – модули упругости первого рода наруж-
ной, средней и внутренней пружины; Tн, Tс, Tв – 
равнодействующие внутренних крутящих мо-
ментов или сил в наружной , средней и во внут-
ренней пружинах; Aн=EнJни, Aс=EсJси, Aв=EвJви – 
изгибные жесткости наружной, средней и внут-
ренней площади поперечных сечений проволок 
пружин; Gн, Gс, Gв – модули сдвига проволок 
наружной, средней и внутренней пружины; Jн, 
Jс, Jв – полярные моменты инерции при круче-
нии; rнп, rсп, rвп – радиусы проволоки винтовых 
линий наружной пружины; dλн, dλс, dλв– эле-
ментарные осадки пружин. 

Для определения усилий в каждой пружи-
не возьмем сумму проекций всех сил в пружи-
нах на направление центральной оси Z. Из этой 
суммы следует 

 
F = Fн + Fc + Fв.   (1) 

 
Задача оказывается дважды статически неопре-
делимой. Для раскрытия статической неопреде-
лимости воспользуемся принципом совместно-
сти деформаций трех смежных витков [4, 6]. Из 
рис. 2 видно, что при уменьшении или укороче-
нии на текущей длине λ каждое второе смежное 
сечение получает приращение dλ. При совмест-
ной работе эти приращения будут одинаковыми, 
т.е. dλн=dλс=dλв или 
 
rнTнdsн / GнJн = rсTсdsс / GсJс= rвTвdsв / GвJв; (2) 

 
После интегрирования этого уравнения получим 
 
rнTнsн / GнJн = rсTсsс / GсJс = rвTвsв / GвJв. (3) 

 
Величину крутящего момента в каждой 

пружине определяем как произведение этой си-
лы в этой пружине на соответствующий радиус 
винтовой линии. С учетом принятых обозначе-
ний из уравнения (3) следует 

 
Fн  = Fв r2

в sв GнJн / r2
н sн GвJв, 
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 Fс  = Fв r2

в sв GсJс / r2
с sс GвJв;       (4) 

 

 
Рис. 1. Расчетная схема вала, состоящего из трёх 
завитых пружин, совместно работающих на 

кручение 
 

 
Рис. 2. Отсеченные вертикальной плоскостью 
три смежных витка пружины с внутренними 

крутящими моментами 
 

Подставляя это соотношение в уравнение (1), 
найдем 
 

Fв = F/а,    (5) 
 
где а=1+ r2

вsвGнJн / r2
нsнGвJв + r2

в sв GсJс / r2
с sс 

GвJв. 
Равнодействующие внутренних сил в на-

ружной и средней пружине будут равны: 
 

Fн = F(r2
вsвGнJн / r2

нsнGвJв) / а,  
Fc = F(r2

вsвGсJс / r2
сsсGвJв) / а;  (6) 

 
Далее легко находятся внутренние крутя-

щие моменты в проволоках пружин. Расчет на 
прочность при кручении каждой пружины об-
щеизвестен. В данных же задачах гибкость про-
волоки пружин будет соответствовать стержням 

средней и большой длины, что требует расчета 
на устойчивость при кручении проволок пру-
жин. Основываемся на предположениях, что под 
действием крутящего момента Т происходит 
искривление проволоки пружины и пружина 
находится во втором состоянии равновесия. С 
учетом этого уравнения Кирхгофа-Клебша для 
одной – любой (индексы пружин опускаем и 
делаем выводы в общем виде) пружины приве-
дут к виду [1]: 
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Здесь u и v – перемещения по осям x и y [4], А = 
ЕJ – изгибная жесткость проволок пружин. Ве-
личинами δF1 и δF2 пренебрегаем из-за их мало-
сти. Решением будет: 
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где С1, С2, С3, С4 – постоянные интегрирования. 
 

A/T=λ ,  (10) 
 

Принимая условия закрепления концевых 
сечений для пружин по типу шарнирных опор, 
граничные условия можно записать в двух вари-
антах [6]: 
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    (11) 
 

где n – количество витков пружины, r – радиус 
винтовой линии пружины. Оба варианта приве-
дут к равенству 
 

.0Ssin =λ   (12) 
 

Беря наименьший положительный корень равен-
ства, получим 
 

,mS π=λ   (13) 
 

где m – целое положительное число. 
При m=1 критические значения крутящего мо-
мента с длиной проволоки выразятся одной за-
висимостью вида: 

S/A2Tсr π= . (14) 
Здесь введены два значения критических пара-
метров вместо одного параметра критической 
длины, что является равносильным. Примени-
тельно к наружной и внутренней пружинам бу-
дем иметь: 
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 3. Из полученных зависимостей для критиче-

ских крутящих моментов и сил легко получают-
ся их значения для одной пружины. В частных 
случаях из них вытекают формулы Греенхилла и 
Л.Эйлера. 

ННИННСr SJET /2π= ,  

ССИСССr SJET /2π= ,  (15) 

ВВИВВСr SJET /2π=  
 

4. Валы сплошного круглого поперечного се-
чения с успехом можно заменить пружинными 
валами (Патент РФ № 37002 от 10.10.2004), что 
приводит к замене деформации кручения на де-
формацию растяжения или сжатия и к уменьше-
нию энергетических затрат при работе данной 
конструкции. 

По зависимостям (5) и (6) определим следующие 
критические значения крутящих моментов в на-
ружной, внутренней и средней пружинах: 
 

НСrННСr rFT = , ,  
    (16) 

ВСrВВСr rFT = ССrСССr rFT =

  и соответствующие значения критических сил: СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ:   
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In article the analysis of construction consisting of three springs inserted in each other is resulted. The method 
of definition of internal power factors - twisting moments (or internal forces) is given, allowing rationally to 
design such construction and to define carrying capacity (either critical forces or twisting moments) of each 
spring separately.  
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