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ВВЕДЕНИЕ

Важность проблемы исследования взаимо�
действия оптического излучения с многократно
рассеивающими средами связана, прежде всего,
с изучением оптических параметров данных
сред, использованием электромагнитного излу�
чения в задачах дистанционного зондирования.
Примерами может служить целый ряд актуаль�
ных приложений теории взаимодействия излу�
чения с многократно рассеивающими средами:
распространение излучения в аэрозольной сре�
де и создание лидаров [1], кристаллооптика [2],
биологические ткани и физическая медицина [3].

Следует отметить, что наличие флуорофоров
в среде приводит к качественному изменению спек�
тральных свойств среды и диаграммы направлен�
ности рассеянного излучения, что приводит к су�
щественному усложнению как математического
описания процессов в среде, так и к увеличению
затрат машинного времени, требуемого для дости�
жения удовлетворительной точности вычислений.

Для изучения распространения оптического
излучения в многократно рассеивающих средах
наиболее часто используются численные мето�
ды, в частности метод Монте�Карло [4]. Метод
Монте�Карло хорошо исследован применитель�
но к одномерным и/или двумерным представле�
ниям многократно рассеивающей среды [5], что

заведомо накладывает определенные ограниче�
ния на применимость полученных результатов.
Трехмерная задача в данном подходе решена
только для случая кусочно�неоднородной среды
[6]. Усложнение топологии исследуемой среды
или ее существенная неоднородность приводит
к значительному увеличению количества итера�
ций, требуемых для получения корректного ре�
зультата. Это, в свою очередь, требует постоян�
ного контроля сходимости численных результа�
тов, что во многих случаях труднореализуемо.

Альтернативным подходом является исполь�
зование транспортного уравнения переноса излу�
чения [7]. Данное уравнение позволяет получать
картины распределения оптического излучения
в многократно рассеивающих средах без громоз�
дких затрат машинного времени, как в случае ис�
пользования метода Монте�Карло, однако, точ�
ные решения для уравнения переноса возможно
получить лишь в ряде частных случаев.

ОСНОВНЫЕ УРАВНЕНИЯ

Для описания распространения излучения в
многократно рассеивающей среде воспользуемся
транспортным уравнением переноса излучения,
которое в случае отсутствии выделенной поляри�
зации может быть представлено в виде [8]:
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где sa μμμ += , aμ  и sμ  – коэффициенты по�
глощения и рассеяния, s и s‘ – направления па�
дающего и исходящего лучей, Ω′  – телесный
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угол в направлении s‘, ),( srχ – мощность излу�
чения в единице объема.

Вид решения уравнения (1) во многом опре�
деляется заданием граничных условий и анизот�
ропией исследуемой среды, за которую отвечает
фазовая функция рассеяния p(s,s‘). Выберем в
качестве фазовой функции p(s,s‘) эмпирическую
функцию Хени�Гринштейна, адекватность при�
менения которой для рассматриваемых сред ис�
следована, в частности, в работе [9]:
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где θ – угол рассеяния, а g – параметр анизотро�
пии. В качестве граничных условий на поверх�
ности раздела воздух – среда Γ  принималось:
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где R̂  � оператор Френеля, а nr  � нормаль к по�
верхности раздела. Считая процесс флуоресцен�
ции изотропным, функцию источника ),( sr rv

λχ
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где fkη  – квантовый выход флуоресценции k�го
флуорофора при облучении среды излучением
с длиной волны inλ .

МЕТОД МАЛОГО ПАРАМЕТРА

Выделим диффузную часть интенсивности
излучения в среде:
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где )0(
exI  определяет вклад в интенсивность на дли�

не волны inλ  “баллистических” фотонов, не испы�
тывающих значительного рассеяния; )0(

fkI  – опре�
деляет вклад в интенсивность на длине волны fkλ
за счет переизлучения поглощенной энергии (флу�
оресценции) в направлении sr ; а diffI ,ξ – диффуз�
ная часть интенсивности излучения на длине вол�
ны ξλ . Учитывая, что в многократно рассеиваю�
щей среде распределение неоднородностей и
флуорофоров носит стохастически�случайный ха�
рактер, без существенной потери общности мож�
но считать распределение оптических параметров
среды медленно меняющейся функцией коорди�

нат, слабо зависящей от азимутального угла. В этом
случае диффузные потоки diffI ,ξ  могут быть раз�
ложены в ряд по малому параметру [10]:
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Подставляя разложения (5�6) в уравнение
(1), получаем решение в виде:
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где индекс ),( fkex=ξ , 0sr  – определяет направ�
ление падающего потока излучения c попереч�
ным распределением интенсивности ⊥I , sr – ко�
эффициент френелевского отражения от грани�
цы раздела сред, а оптическая толщина
определена как:

∫=
s

sdr
0

),( vr
ξξ λμτ .

Задавая поперечное распределение ⊥I  пада�
ющего излучения и используя рекуррентные со�
отношения (7), можно найти аналитическое ре�
шение для диффузного потока первого порядка

)1(
exI  и  всех последующих порядков разложения

(6), что в конечном итоге позволяет определить

exI . Подстановка данного распределения в вы�
ражение (4) дает решение для потока )0(

fkI , кото�
рый рекуррентным образом определяет все пос�
ледующие порядки разложения )(m

fkI .

ПРИБЛИЖЕНИЕ
СФЕРИЧЕСКИХ ГАРМОНИК

Одним из альтернативных подходов к реше�
нию уравнения переноса является использова�
ние разложения интенсивностей и фазовой фун�
кции в ряд Лапласа по сферическим гармоникам

)(sY L
M

r
[11]. Фактически такое разложение ин�

тенсивности эквивалентно учету дипольного,
квадрупольного и последующих порядков рассе�
яния и флуоресценции. В этом случае, применяя
теорему сложения сферических гармоник, из
уравнения (1) получаем:
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где lmI  и slp – коэффициенты разложения ин�
тенсивности и фазовой функции соответствен�
но. Умножая (8) на )(sY L

M
r

, интегрируя по s, ис�
пользуя ортогональность сферических гармоник
и ограничиваясь дипольным приближением
( 1≤L ) уравнение (8) может быть сведено к
уравнению диффузии для спектральной плотно�
сти энергии ),( λrU r :
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скорость света в среде.
Считая инициирующее излучение гауссовс�

ким и применяя к (9) прямое и обратное преоб�
разование Ханкеля нулевого порядка, в конеч�
ном итоге получаем:
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где J

0
 – функция Бесселя нулевого порядка,

),( ς−zkG T – функция Грина.

СРАВНИТЕЛЬНЫЙ АНАЛИЗ
РЕЗУЛЬТАТОВ МОДЕЛИРОВАНИЯ

И ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫХ ДАННЫХ

Проведем сравнительный анализ найденных
приближенных решений, используя в качестве
модельной среды растительную ткань, которая

является плоскопараллельной многослойной
многократно рассеивающей средой, основным
флуорофором которой является хлорофилл.
Морфология и оптические параметры среды за�
давались в соответствии с данными работы [12],
а в качестве критериев исследования использо�
вались дифференциальные коэффициенты об�

ратного рассеяния (
550

750

J
JK = ) и флуоресценции

(
684

740

J
JF = ), где λJ  – полный поток излучения

на длине волны λ. Зависимости данных коэффи�
циентов от суммарной концентрации хлорофил�
ла C

chl
 представлено на рис. 1. При использова�

нии метода малого параметра распределение ин�
тенсивности рассенного излучения и
флуоресценции в среде определялось с учетом
первых десяти порядков разложения (7). Функ�
циональная зависимость K(C

chl
), полученная с

использованием метода малого параметра, име�
ет линейный характер, однако если численная
модель Монте�Карло дает заниженное значение
( %4≤  в области C

chl
 <0.025 моль/л и 10.8% при

максимальном значении концентрации хлоро�
филлов) коэффициента обратного рассеяния, то
метод малого параметра – завышенное (от 3.4%
при C

chl
=0.03 моль/л до 11.5% при C

chl
=0.04

моль/л). Для коэффициента флуоресценции F
метод малого параметра лишь качественно пра�
вильно описывает экспериментальные зависи�
мости, а ошибке вычислений по сравнению с
численным решением возрастает с 16% до 24.4%
при увеличении концентраций хлорофилла.

Рис. 1. Зависимость дифференциальных оптических коэффициентов K (а) и F (б)
от концентрации хлорофилла Cchl:

1 – численное решение Монте�Карло; 2 – экспериментальные данные; 3 – решение уравнения пере�
носа на основе метода малого параметра; 4 – решение уравнение переноса на основе приближения
сферических гармоник

 
а                                                                       б 
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Для коэффициента K приближение сферичес�
ких гармоник дает несколько заниженное значение
по сравнению с экспериментальными данными.
Количественное различие при этом варьируется от
3%  (в областях с низкой концентрацией хлорофил�
лов) до 11% (в областях с высокой концентраци�
ей). Отличие же от результатов моделирования
методом Монте�Карло не превышают 5%. Для ко�
эффициента F максимальные различия данных
приближения сферических гармоник с экспери�
ментальными данными не превышают 12,6%, а с
результатами метода Монте�Карло – 5,3%.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Наиболее близкое к экспериментальным ре�
зультатам решение обеспечивается при использо�
вании метода Монте�Карло, однако использование
данного метода требует достаточно больших зат�
рат времени (от несколько десятков минут до ча�
сов) для достижения удовлетворительной точнос�
ти расчетов. Следовательно, при массовых расче�
тах, например, в задачах дистанционного
зондирования, более целесообразно использовать
приближенные методы. Проведенный сравнитель�
ный анализ показывает, что наилучшая сходимость
достигается для метода сферических гармоник, а
метод малого параметра может использоваться
только для анализа среды в отсутствии флуорофо�
ров. Учитывая, что при выводе уравнения (9) был
рассмотрен только первый порядок приближения
сферических гармоник, можно предположить, что
учет последующих порядков разложения может
улучшить соответствие приближенных решений
экспериментально наблюдаемым данным.
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Mathematical model of optical radiation interaction with multiple scattering medium is build with
consideration of medium structural heterogeneity, its spectral properties and fluorescence effects. Developed
model is implemented for Henyey–Greenstein phase function. The approximate solution based on expansion
in perturbation series of diffuse and fluorescent fluxes of transport equation is proposed. The application of
spherical harmonics approximation of first order for description of optical radiation interaction with multiple
scattering mediums is investigated. The comparative analysis of approximate model shows its correspondence
with physical experimental data.
Key words: mathematical model, multiple scattering medium, approximate methods.


