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В опорах авиационных газотурбинных дви�
гателей для восприятия осевых и радиальных
нагрузок нашли применение шариковые под�
шипники. Величины нагрузок существенно за�
висят от режима работы двигателя. Величина
радиальной нагрузки определяется весом рото�
ра и величиной дисбаланса, а величина осевой –
разностью газодинамических сил компрессора и
турбины. Для обеспечения нормальной работы
необходимо знать влияние нагрузок на динами�
ку подшипника.

Расчёты динамических параметров подшип�
ника позволит более точно провести расчёт ди�
намики ротора, особенно это важно в случае при�
менения в конструкции двигателя упругодемп�
ферных опор.

РАСПРЕДЕЛЕНИЕ НАГРУЗКИ
МЕЖДУ ТЕЛАМИ КАЧЕНИЯ

Определение нагрузок в контактах шариков
с желобами колец является статически неопре�
делимой задачей. Ее решение возможно только
численными методами с учетом условий совме�
стности перемещений и деформаций деталей.
При расчетах не учитывается разноразмерность
шариков, а также неточности формы колец.

РАСЧЕТ ПРИ ОСЕВОЙ НАГРУЗКЕ
БЕЗ УЧЕТА ЦЕНТРОБЕЖНЫХ СИЛ ШАРИКОВ

При осевой нагрузке без перекоса колец все
шарики нагружаются равномерно, и происходит
только осевое смещение колец. При этом в зави�
симости от величины радиального зазора и осе�
вой нагрузки возможны двухточечный, два вари�

анта трехточечного и четырехточечный контакты.
Усилия в контактах для случая без учета центро�
бежных сил шариков приведены на рис. 1 и 2.

Необходимо отметить, что случай четырех�
точечного контакта (рис. 2 в) возможен только
при натяге в рабочих условиях (при g<0) и не�
больших величинах осевых нагрузок. Основным
без учета центробежных сил шариков будет слу�
чай двухточечного контакта (рис. 1).

При двухточечном контакте условия равнове�
сия шарика и внутреннего кольца будут иметь вид:
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Здесь aF  – осевая нагрузка подшипника.
Кроме того, в нα α α= = .

Геометрические соотношения, описывающие
перемещения в подшипнике, получим из треу�
гольника АВС .

В указанном треугольнике:
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Рис. 1. Усилия в контактах шарика без учета
центробежных сил  при 0α > Твα  и 0α > Тнα
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Здесь: aS  – осевое смещение колец под на�
грузкой; ,в нδ δ  – деформации в контактах шари�
ка с желобами; ,в нh h  – толщины эластогидро�
динамических слоев смазки в контактах.

Так как деформации в контактах и толщины
смазочных слоев являются функцией усилия в
контактах, то система уравнений (1) и (2) приво�
дится к уравнению с одним неизвестным. В каче�
стве неизвестного принимаем угол контакта α .
Решение этого уравнения выполняется методом
простой итерации. В качестве начального прибли�
жения принимается 0 0jα α= = . Из уравнения (1)
находятся усилия в контактах, затем контактные
деформации и толщины смазочных слоев. Нако�
нец определяется следующее приближение:
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Расчет повторяется до достижения заданной
точности определения угла контакта. Затем из
уравнений (2) находится величина осевого сме�
щения колец.

РАСЧЕТ ПРИ ОСЕВОЙ НАГРУЗКЕ
С УЧЕТОМ ЦЕНТРОБЕЖНЫХ СИЛ ШАРИКОВ

При осевой нагрузке без перекоса колец в
высокоскоростном подшипнике все шарики на�
гружаются равномерно, и происходит только
осевое смещение колец. При этом в зависимос�
ти от величины радиального зазора и осевой на�
грузки возможны, как и без учета центробежных
сил, двухточечный, два варианта трехточечного
и четырехточечный контакты.

Усилия в контактах с учетом центробежных
сил шариков при двухточечном контакте приве�
дены на рис. 3.

При двухточечном контакте условия равно�
весия шарика и внутреннего кольца с учетом цен�
тробежных сил будут иметь вид:
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Здесь сF  – центробежная сила шарика, оп�
ределяемая по формуле:

3 2
0 12c w w mF D dπγ ω= ,

где 0ω  – угловая скорость переносного движе�
ния центра шарика.

Геометрические соотношения, описывающие
перемещения в подшипнике, получим из четы�
рехугольника АОВС . Основные зависимости
приведены в (2).

В указанном четырехугольнике:

Рис. 2. Усилия в контактах шарика без учета центробежных сил:
а � при Твα > Тнα ; б � при Твα < Тнα ; в – при g < 0

Рис. 3. Усилия в контактах шарика
с учетом центробежных сил
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РАСЧЕТ ПРИ РАДИАЛЬНОЙ НАГРУЗКЕ
БЕЗ ПЕРЕКОСА КОЛЕЦ

При радиальной нагрузке принимаем осевое
смещение колец равным нулю и учитывается
только радиальное смещение, схема которого
приведена на рис. 4.

Величина радиального смещения колец rS
значительно меньше диаметральных размеров
колец. В этой связи принимаем, что радиальный
зазор для шарика, расположенного под углом ϕ
к линии действия радиальной нагрузки rF , оп�
ределяется по зависимости:

2 2 cosi r ig g S ϕ= − .

Угловая координата шарика определяется по
формуле:

( )( )0 2 1i z iϕ ϕ π= + − ,

где i  � номер шарика, считая от максимально
нагруженного; z  � число шариков; 0ϕ  � коорди�
ната максимально нагруженного шарика.

Изменяя координату 0ϕ  от 0  до 2 zπ  мож�
но провести исследования траектории движения
центра кольца при вращении.

Не учитывая возможную несимметричность
профилей желобов колец, схемы усилий в кон�
тактах шарика с желобами колец в нагруженной
и в ненагруженной зонах подшипника будут
иметь вид, показанный на рис. 5.

На рис. 5:
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Условия равновесия шарика в нагруженной
зоне имеют вид:

2 cos 2 cosв в c н нF F Fα α+ = .           (5)
Расстояние между центрами желобов колец

при данном зазоре будет равно:
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С другой стороны:

cos cos .i в нH ВО АОα α= +  (7)

На рис. 4:
' 2 cosв в вF F α= .

Условия равновесия внутреннего кольца под�
шипника будут иметь вид:

1
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Уравнение (5) может быть приведено к виду:

( )3 , cos cos 2 0.r вi вi нi нi cf y S F F Fα α≡ − + = (9)

Здесь y – координата центра шарика.
Решение системы уравнений (6)�(9) выпол�

няется методом вариации параметров. Задают�
ся величины смещения rS  и координаты y . За�
тем определяются углы контакта:
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Из геометрических соотношений определя�
ются усилия в контактах, и проверяется условие
(7). При необходимости вводится поправка в
величину y . Затем проверяется условие (6) и
также при необходимости вводится поправка в
величину rS .

Расчет при комбинированной нагрузке и пе�
рекосе колец

Схема перемещений в подшипнике при ком�
бинированной нагрузке и перекосе колец приве�
дена на рис. 6.

На рисунке ,a rS S  � осевое и радиальное сме�
щения колец, ,в нψ ψ  � перекосы внутреннего и
наружного колец относительно оси вращения.
Рассматриваем случай симметричного располо�
жения шариков относительно вектора радиаль�
ной нагрузки. В качестве aS  принимаем смеще�
ние колец в сечении, проходящем через центр
максимально нагруженного шарика. При пере�
косах осевые смещения колец различны для всехРис. 4. Схема радиального смещения колец
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сечений. Перекосу, при котором с увеличением
координаты ϕ  осевое смещение в сечении уве�
личивается, присваиваем знак плюс (рис. 6).
Перекосу в противоположном направлении при�
сваиваем знак минус.

Величины радиального зазора и осевого сме�
щения в сечении с координатой ϕ  при наличии
радиального смещения и перекоса определяют�
ся по формулам:
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В зависимости от величин радиального зазо�
ра, осевого смещения и углов контакта Твα  и Тнα
в сечениях возможны двух�, трех� и четырехто�
чечный контакт шарика с желобами колец. Схе�
мы сил в контактах будут аналогичны приведен�
ным на рисунках 2 и 3. Условия равновесия ша�
рика при двухточечном контакте в сечении в
нагруженной зоне могут быть приведены к виду:

cos cos ,
sin sin .
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α α
α α

+ =
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В ненагруженной зоне шарик прижимается
центробежной силой к наружному кольцу.

В этом случае условие равновесия шарика
имеет вид:

cos cosнi нi нпi нпi cF F Fα α+ = .

Уравнения (11) могут быть приведены к виду:

( )
( )

4

5

, , , cos cos 0,

, , , sin sin .
r a нi нi вi вi c

r a нi нi вi вi c

f x y S S F F F

f x y S S F F F

α α

α α

≡ − − =

≡ − −

Здесь, как и ранее, x  и y – координаты цен�
тра шарика в данном сечении.

Приведенная система при заданных значе�
ниях смещений aS  и rS  решается методом
Ньютона относительно координат x  и y  для
каждого шарика. При этом с учетом геометри�
ческих соотношений находятся усилия и углы
контакта шариков.

Условия равновесия внутреннего кольца мо�
гут быть записаны в общем виде:
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Уравнения (12) приводим к виду:
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Решение полученной системы относительно

смещений aS  и rS  выполняется методом Нью�
тона. При этом производные функций определя�
ются численно как отношения приращений фун�
кций к приращениям аргументов.

Рис. 5. Схемы усилий в контактах шарика при радиальной нагрузке:
а – в нагруженной зоне; б – в ненагруженной зоне

Рис. 6. Схема перемещений колец
при комбинированной нагрузке и перекосе
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Были проведены расчёты подшипника
126126. Величина начального радиального зазо�
ра составляла 150 мкм, а перекосы наружного и
внутреннего колец принимались равными нулю.

На рис. 7 приведены графики зависимости
радиальных перемещений от осевой и радиаль�
ной нагрузки с учётом и без учёта центробежных
сил шариков. По графикам видно, что перемеще�
ния возрастают с ростом радиальной нагрузки,
причём нелинейно. Чётко прослеживается сле�
дующее: до некоторого значения радиальной на�
грузки радиальные деформации меняются не�
значительно, после чего зависимость имеет ярко
выраженный перегиб (в случае отсутствия осе�
вой нагрузки наблюдать перегиб не представля�
ется возможным), после которого деформации
существенно увеличиваются.

Следует также отметить, что на участке до
перегиба зависимость носит линейный характер,
и существенное влияние центробежные силы не
оказывают. На участке после перегиба переме�
щения изменяются нелинейно, и отчётливо про�
слеживается уменьшение радиальных перемеще�
ний с ростом частоты вращения. Чем больше ра�
диальная нагрузка на этом участке, тем большее

влияние оказывают центробежные силы. Напри�
мер, при радиальной нагрузке 1000rF =  Н раз�
ница между перемещениями, соответствующие
частотам вращения 0 и 8000 об/мин, составляет
около 10 мкм (рис. 7 а�в). Принимая во внимание
то, что ротора современных авиадвигателей мо�
гут иметь частоты вращения 15000�18000 об/мин,
отличие статических и динамических перемеще�
ний может достигать величины 15�20 мкм. Если
учесть, что масса роторов достигают нескольких
сотен килограмм, и соответственно радиальная
нагрузка на опору может быть более 1000 Н, то
разница в перемещениях ещё более увеличится.
Такое изменение радиальных перемещений может
существенно отразиться на динамике ротора.

На рис. 8 представлены параметры зависи�
мости радиальный смещений при частоте враще�
ния 8000n=  об/мин. Анализ зависимостей по�
казывает, что положение точки перегиба нахо�
дится при отношении осевой нагрузки к

радиальной 0,64...0,71a

r

F
F
= . Параметр осевой на�

грузки для исследуемого подшипника составля�
ет 0,68e= . По всей видимости, можно считать,

Рис. 7. Графики зависимости радиальных перемещений rS  в подшипнике от радиальной нагруз�
ки rF  при различных частотах вращения и осевых нагрузках:
а � 0aF =  Н; б � 150aF =  Н; в � 350aF =  Н; г � 700aF =  Н

а  б 

в  г 
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что перегиб начинается при отношении сил, со�
ответствующего параметру осевой нагрузки, т.е.

a

r

F e
F
= . Также можно утверждать, что угол накло�

на линий после перегиба уменьшается с ростом
осевой нагрузки.

В связи с тем, что зависимость смещений от
нагрузки носит существенно нелинейный харак�
тер, то коэффициенты радиальной и осевой жё�
сткости определяются в виде производных:

;  .ar
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FFC C
S S

∂∂
= =
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Заменяя производные отношением прираще�
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На рис. 9 приведены зависимости коэффи�
циентов радиальной и осевой жёсткости от ра�
диальной нагрузки. Можно отметить, что ради�
альная жёсткость с ростом радиальной нагрузки
сначала снижается, а потом увеличивается (рис.
9 а). Причём снижение происходит на участке,

где выполняется условие a

r

F e
F
p . Чем больше осе�

вая нагрузка, тем менее интенсивно происходит
снижение радиальной жёсткости. Коэффициент
осевой жёсткости имеет аналогичную законо�

мерность, но увеличение жёсткости при

a

r

F e
F
f происходит менее интенсивно (рис. 9 б).

На рис. 10 приведены зависимости коэффи�
циентов радиальной и осевой жёсткости от осе�
вой нагрузки. Можно отметить, что радиальная
жёсткость с ростом осевой нагрузки сначала сни�
жается, принимая примерно постоянное значе�
ние, а потом начинает увеличиваться (рис. 10 а).
Причём графики для различных радиальных на�
грузок стремятся приблизится друг к другу. Ко�
эффициент осевой жёсткости нелинейно возрас�
тает. При увеличении радиальной нагрузки осе�
вая жёсткость снижается (рис. 10 б).

Особый интерес представляет зависимость
радиальной жёсткости от осевой нагрузки при
постоянной радиальной. Не принимая во внима�
ние дисбаланс ротора можно считать радиаль�
ную нагрузку постоянной, в то время как осевая
нагрузка меняется в зависимости от режима ра�
боты двигателя.

Зная величины осевых сил на различных
режимах и зависимость радиальной жёсткос�
ти подшипника можно определить жёсткость
всей опоры. После этого можно оценить дина�
мическое состояние на всех режимах работы.
В связи с тем, что ротора выполняются гибки�
ми, в ряде случаев необходимо делать частот�
ную отстройку. Частотную отстройку можно
выполнить введением в опору упругого эле�
мента, например, такого как кольцо Алиссона
или “беличье колесо”.

Таким образом, полученные закономерности
позволяют на более качественном уровне решить

Рис. 8. Графики зависимости радиальных перемещений rS  от радиальной нагрузки rF
при частоте вращения 8000n =  об/мин и различных осевых нагрузках
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проблему обеспечения вибрационной прочнос�
ти газотурбинных двигателей, разрабатывать
высокоэффективные опоры роторов, снижать
вибрацию, повышать надёжность и увеличивать
ресурс двигателя в целом.

Рис. 9. Графики зависимости жёсткости от радиальной нагрузки rF при частоте вращения
4500n =  об/мин и различных осевых нагрузках aF :

а – радиальной rC ;   б – осевой  aC

а б
 

Рис. 10. Графики зависимости жёсткости от осевой нагрузки aF
при частоте вращения 4500n =  об/мин и различных радиальных нагрузках rF :

а – радиальной rC ;   б – осевой  aC

а б  
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