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В задачах оптимизации космических манев�
ров основными критериями оптимальности яв�
ляются масса полезной нагрузки и продолжи�
тельность перелета. При выборе баллистических
схем перелетов приходится искать компромисс
между этими критериями. Электрореактивные
двигатели малой тяги (ЭРД), использующие
принцип ускорения заряженных частиц рабоче�
го тела в электростатических или электромагнит�
ных полях, обладают высокой скоростью исте�
чения рабочего тела (15�30 км/с), что обеспечи�
вает существенно меньший расход рабочего тела
по сравнению с двигателем большой тяговоору�
женности на химическом топливе. Однако для
космических систем малой тяги реактивное ус�
корение, создаваемое двигателем, составляет 0.1�
10 мм/с2, поэтому маневры с малой тягой в “силь�
ных” гравитационных полях достаточно продол�
жительны и занимают от нескольких недель до
нескольких месяцев [1�4].

В ряде работ рассматривается возможность
реализации комбинированных схем космичес�
ких перелетов, предполагающих использование
двигателей большой и малой тяги [5, 6]. В обла�

сти параметров маневра, где оба двигателя по от�
дельности доставляют примерно одинаковую
полезную нагрузку за одинаковое время, приме�
нение комбинированных схем может быть более
выгодным. В настоящее время близок к заверше�
нию проект Российского космического агентства
“Фобос�грунт” [7], в котором предполагается
достижение спутника Марса – Фобоса с приме�
нением комбинированной двигательной уста�
новки: химического разгонного блока “Фрегат”
и электрореактивного энергодвигательного мо�
дуля с солнечной энергоустановкой.

Проблемы оптимизации комбинированных
схем перелетов рассматриваются в монографии
[3]. Строгая математическая постановка и форму�
лировка условий оптимального сочетания двига�
телей дана в работе [5]. В работе [6] и моногра�
фии [8] при определенной идеализации модели
перелета было показано, что оптимальная струк�
тура баллистической схемы маневра предполага�
ет использование двигателя большой тяги лишь
на начальном участке, а весь последующий маневр
осуществляется двигателем малой тяги.

Ниже рассматривается задача совместной
оптимизации траекторий и параметров баллис�
тической схемы комбинированных околоземных
маневров с большой и малой тягой, с одной сто�
роны, и соотношений масс основных компонен�
тов космического аппарата, то есть задача дина�
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Исследуется задача выбора оптимальных баллистических схем перелета КА на геостационарную
орбиту с использованием двигателей большой и малой тяги. Предлагается схема решения многокри�
териальной задачи оптимизации для комбинированных перелетов на геостационарную орбиту: в ка�
честве главных критериев принимаются масса полезной нагрузки на целевой орбите и продолжи�
тельность перелета, а остальные критерии (общее время пребывания КА в радиационных поясах
Земли и длительность теневых участков) переводятся в разряд ограничений. На первом этапе решает�
ся двухкритериальная задача оптимизации посредством выделения множества Парето�оптимальных
решений, на втором этапе проводится проверка выполнения ограничений. На третьем этапе произво�
дится синтез проектно�баллистических характеристик перелета в целом, с учетом ограничений. Метод
решения динамической части задачи состоит в использовании принципа расширения допустимых со�
стояний и управлений при переходе от задачи оптимизации в строгой постановке (в соответствии с
принципом максимума Л.С. Понтрягина) к задаче локальной оптимизации. Приводятся результаты
численного моделирования комбинированных схем перелетов, оптимизации их проектно�баллисти�
ческих характеристик, расчета проектных параметров межорбитального транспортного аппарата.
Ключевые слова: комбинированная двигательная установка, электрореактивный двигатель, хими�
ческий разгонный блок, многокритериальная задача оптимизации, множество Парето, принцип рас�
ширения, принцип максимума Л.С. Понтрягина, локально�оптимальное управление



187

Механика и машиностроение

мической и параметрической оптимизации. При
этом учитываются также дополнительные тре�
бования на продолжительность пребывания КА
в определенных областях космического про�
странства (в тени Земли, в радиационных поясах
Земли и т.п.).

1. ФОРМУЛИРОВКА  МНОГОКРИТЕРИАЛЬНОЙ
ЗАДАЧИ  ОПТИМИЗАЦИИ

Комбинированная схема межорбитального
перелета предполагает использование на первом
этапе химического разгонного блока (ХРБ) для
формирования промежуточной эллиптической
орбиты, а на втором  – солнечной электрореак�
тивной двигательной установки (ЭРДУ) для до�
ведения орбиты до целевой (рис. 1). В качестве
целевой может рассматриваться любая, доста�
точно удаленная от начальной орбита, отличаю�
щаяся от нее по величине большой полуоси, на�
клонению и эксцентриситету.

Такая схема является компромиссной и со�
четает в себе достоинства как импульсных ма�
невров (малое время перелета), так и маневров с
малой тягой (большая масса полезной нагрузки).

Оптимизация подобных комбинированных
схем перелетов заключается в выборе параметров
баллистической схемы b , управлений вектором
тяги ( )tu , траекторий динамического маневра
( )tx  и проектных параметров межорбитального

транспортного аппарата p , удовлетворяющих
условию экстремума выбранного главного крите�

рия (обычно в качестве такового выбирается мас�
са полезной нагрузки) при выполнении опреде�
ленных требований (в том числе, и экстремаль�
ных) к совокупности других критериев, дающих
комплексную оценку эффективности перелета.

Как правило, во многих задачах оптимизации
множество допустимых состояний и управлений
D  задается посредством некоторых условий,
выделяющих его из более широкого множества
E . Задачу оптимизации в этом случае можно
решать на указанном более широком множестве
E  при некоторых дополнительных условиях.
Идея принципа расширения [9, 10] состоит в том,
что функционал доопределяется на более широ�
ком множестве E  так, что наименьшее значение
он принимает в D . Практически это означает,,
что путем отбрасывания некоторых связей, ог�
раничений и граничных условий упрощается
математическая постановка и вычислительная
схема решения задачи оптимизации. Полученное
решение “нулевого” приближения проверяется
на  принадлежность множеству D . Если усло�
вие принадлежности выполняется, то задача ре�
шена, а отброшенные связи и ограничения но�
сили надуманный характер, необоснованно ус�
ложняя постановку задачи. Если условие
принадлежности не выполняется, то полученное
решение служит предельной оценкой функцио�
нала на расширенном множестве допустимых
траекторий и управлений. Такая оценка может
оказаться полезной и содержательной на ранних
стадиях исследования. Получение подобных ре�

Рис. 1. Комбинированная схема выведения КА на геостационарную орбиту (ГСО)
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шений связано с последовательной редукцией
математической модели задачи оптимизации, и
соответствующий метод носит название метода
последовательных расширений [11]. Затем реа�
лизуется обратный процесс: полученное реше�
ние уточняется в ходе итерационной процедуры,
множество допустимых решений сужается до тех
пор, пока не будут выполнены все условия и ог�
раничения, описанные в первоначальной поста�
новке задачи. По существу, здесь реализуется
схема последовательных приближений, а полу�
ченные предварительно оценки позволяют оха�
рактеризовать степень близости решения к аб�
солютно оптимальному на любой итерации.

В общем виде задача отыскания оптимальных
схем выведения на ГСО является многокритериаль�
ной. В качестве основных критериев принимаются:

1. Масса полезной нагрузки, выводимой на
целевую орбиту: max→ПНM .

2. Продолжительность перелёта: min→ΣT .
3. Продолжительность пребывания КА в ра�

диационных поясах Земли: min→радT .
4. Продолжительность пребывания КА в тени

Земли: min→тениT .
Поставленная многокритериальная задача не

имеет строгого решения. Предлагается следую�
щий метод ее поэтапного решения. Проведем
декомпозицию задачи на ряд частных задач. Вве�
дем критерии времени пребывания КА в тени и
в радиационных поясах Земли в ограничения:
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тениT  – допустимые продолжитель�
ности пребывания КА в радиационных поясах и
в тени Земли соответственно.

На первом этапе решается двухкритериаль�
ная задача оптимизации:
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Практически реализуется схема максимиза�
ции полезной нагрузки при фиксированной (ва�
рьируемой) продолжительности перелёта, т.е.
используется классический метод рабочих ха�
рактеристик [12].

На втором этапе проводится проверка выпол�
нения ограничений. Для этого в ходе  моделиро�
вания движения КА рассчитываются время пре�
бывания КА с ЭРДУ в тени Земли и время пре�
бывания КА в радиационных поясах. Из
множества полученных решений отбрасывают�
ся решения, не удовлетворяющие ограничениям.

Третий этап – этап синтеза проектно�баллис�
тических характеристик перелета в целом, на ос�
нове решения частных задач с учетом ограничений.

2. ПРОЕКТНАЯ МОДЕЛЬ КА
С КОМБИНИРОВАННОЙ ДВИГАТЕЛЬНОЙ

УСТАНОВКОЙ

Представим стартовую массу КА как сумму
масс отдельных систем:

ПН
ЭРДУ
К

ЭРДУ
Т

ЭРДУ
СПХ

ЭРДУ
Д

ЭРДУ
Э

ХРБ
Т

ХРБ
К

MMMM

MMMMM

++++

++++= Σ0
, (1)

где 0M  – начальная масса КА; ХРБ
КM  – масса

конструкции ХРБ (сухая масса); ХРБ
ТM Σ  – масса

топлива ХРБ; ЭРДУ
ЭM – масса источника и пре�

образователя энергии ЭРДУ; ЭРДУ
ДM – масса

двигательной установки ЭРДУ; ЭРДУ
СПХM  – масса

системы подачи и хранения рабочего тела ЭРДУ;
ЭРДУ
ТM – масса рабочего тела ЭРДУ; ЭРДУ

КM –

масса корпуса КА, прочих элементов и систем
КА с ЭРДУ; ПНM  – масса полезной нагрузки.

Масса конструкции ХРБ считается постоян�
ной и равной сухой массе разгонного блока.

Масса топлива ХРБ складывается из массы
топлива, предназначенного для выполнения ма�
невра перехода на промежуточную орбиту, и мас�
сы топлива для увода отработавшего разгонного
блока на орбиту с низким перигеем:

ХРБ
уводаТ

ХРБ
Т

ХРБ
Т МММ +=Σ .

Массы отдельных компонент КА с ЭРДУ
зависят от проектных параметров. Обычно при�
меняются следующие зависимости [3, 13]:

NM ЭУ
ЭРДУ
Э α= ,                        (2)

( )УПРДУ
ЭРДУ
Д kPPM += γ ,                (3)

ЭРДУ
ТСПХ

ЭРДУ
СПХ MM γ= ,                   (4)

NPM КК
ЭРДУ
К "' γγ += ,                 (5)

М
ЭРДУ
Т T

c
PM = ,                        (6)

где P  – тяга маршевых двигателей; УПРP  – тяга
управляющих двигателей; N  – мощность энерго�
установки; MT  – моторное время (полное время
работы ЭРДУ); ЭУα , ДУγ , СПХγ , К'γ , К"γ  – соот�
ветствующие удельные массовые характеристики.

Мощность энергоустановки зависит от тяги
двигателей и скорости истечения рабочего тела

ПЭ

1
2 ηη

χ

T

PcN +
= ,                       (7)

где 
P
PУПР=χ – характеризует относительный
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расход массы управляющих двигателей, Tη  �
тяговый коэффициент полезного действия, ПЭη
� КПД преобразователя энергии.

Если из уравнения баланса масс на началь�
ной орбите (1) выразить массу полезной нагруз�
ки и поделить ее на стартовую массу аппарата,
получим следующее выражение для главного
критерия оптимальности – относительной мас�
сы полезной нагрузки:
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(8)

Здесь fixeMM ХРБ
К =,0 .

Моторное время перелета с двигателем ма�
лой тяги при заданных граничных условиях за�
висит от величины тяги ЭРД (или начального
реактивного ускорения) и от скорости истечения
и  рассчитывается по формуле [8]:

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−−=

c
V

a
cT xk

M exp1
0

,              (9)

где xkV – конечная характеристическая скорость
перелета.

При расчете суммарной продолжительности
перелета необходимо учитывать также время,
затрачиваемое на перелет по переходному полу�
эллипсу (на практике оно существенно меньше,
чем MT ).

Оптимальная скорость истечения для ЭРД в
первом приближении определяется из (8):

ЭУ

ЭM
opt

Tc
α
η2

≈ .                       (10)

Общая задача максимизации относительной
полезной нагрузки μ  разделяется на две част�
ных задачи:

1) динамическую � нахождение оптималь�
ных программ управления и траекторий;

2) параметрическую � нахождение оптималь�
ных проектных и баллистических параметров.

Движение КА на этапе перехода с базовой
орбиты на промежуточную осуществляется по�
средством компланарного двухимпульсного пе�
рехода между соосными эллиптическими орби�
тами. Оптимизируемым параметром является
начальный импульс скорости (или получающа�
яся в результате величина большой полуоси пе�
реходного эллипса), который определяет потреб�
ную массу топлива ХРБ.

Критерием оптимальности второго этапа ди�
намического манёвра является продолжитель�
ность перевода космического аппарата в точку с
заданными граничными условиями: по большой
полуоси (периоду обращения), наклонению и эк�
сцентриситету орбиты. Масса рабочего тела
ЭРДУ, как следует из формулы (6), определяется
моторным временем перелета. С другой стороны,
удобно при фиксированном времени перелета
минимизировать невязки по элементам орбиты.

3. ПОСТАНОВКА ДИНАМИЧЕСКОЙ
ЗАДАЧИ ОПТИМИЗАЦИИ

Сформулируем задачу об оптимальном изме�
нении большой полуоси, эксцентриситета и на�
клонения, минимизирующем невязки по этим
элементам.

В качестве математической модели движения
КА с ЭРДУ возьмем систему дифференциаль�

ных уравнений в оскулирующих элементах:
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где ( )21p A e= −  – фокальный параметр;
uϑ ω= −  – истинная аномалия; e � эксцентри�

ситет;ω – угловое расстояние перицентра от
узла; Ω  – долгота восходящего узла; i – накло�
нение орбиты; τ – время прохождения через пе�
рицентр; t – время; ϑ  – истинная аномалия; u  –
аргумент широты; , ,S T W – проекции реактив�
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ного ускорения на направление радиуса�векто�
ра, на перпендикулярное к нему в плоскости ор�
биты и на перпендикулярное к плоскости орби�
ты; fMμ =  – произведение гравитационной
константы на массу притягивающего центра.

Как известно, система уравнений (11) имеет
особенности при 0=e  и 0=i . На практике наи�
более распространенным приемом является пе�
реход к равноденственным элементам. В данном
же случае при моделировании движения КА с
ЭРДУ система (11) является более предпочти�
тельной, поэтому перед интегрированием будем
задавать фиксированные конечные значения эк�
сцентриситета и наклонения, отличные от  нуля
и соответствующие требуемой точности реше�
ния задачи.

Введем две правые системы координат: ор�
битальную (Onrb ) и связанную с КА (OXYZ ).
Вектор тяги P  направлен вдоль оси OX .

Запишем выражения для компонент реак�
тивного ускорения в орбитальной системе коор�
динат:

.sin
,cossin
,coscos

ψδ
ψλδ
ψλδ

aW
aS
aT

=
=
=

 (12)

Здесь a – модуль полного реактивного уско�

рения (
cta

aa
/1 0

0

−
= ), δ  – функция включения�

выключения двигателей ( { }0, 1δ = ); λ – угол

ориентации вектора тяги в плоскости орбиты

( [ ]oo 180;0∈λ ); ψ – угол ориентации вектора

тяги в плоскости местного горизонта

( [ ]oo 90;90−∈ψ ) (рис. 2). Очевидно, что мини�

мальное время перелета достигается при посто�
янной работе двигателя ( 1≡δ ) с переключени�
ями компонент реактивного ускорения.

Из системы (9) видно, что при выполнении
плоских маневров (изменении большой полуоси
и эксцентриситета орбиты) основной вклад вно�
сит трансверсальная составляющая реактивного
ускорения T , а при управлении наклонением ор�
биты используется только бинормальная компо�
нента W , знак которой дважды меняется на витке.

Запишем граничные условия:
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 (13)

Расширим множество допустимых режимов.
Условия на переменные ω , Ω , u , не наклады�

ваются, поэтому уравнения 
dt
dω

, 
dt
dΩ

, 
dt
du

 мо�

гут быть исключены из математической модели
вариационной задачи, но учитываться в ходе
дальнейшего моделирования. Этот прием позво�
ляет получить предельную оценку критерия оп�

Рис. 2. К определению углов ориентации вектора тяги КА с ЭРДУ
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тимальности динамической задачи – моторного
времени перелета (совпадающего с общей про�
должительностью при 1≡δ ).

Система уравнений (11) позволяет опреде�
лить качественный характер переключения ком�
понент вектора тяги при управлении элемента�
ми орбиты ieA ,, .

Введем терминальный критерий в виде квад�
ратичного функционала, представляющий собой
сумму квадратов невязок по большой полуоси,
эксцентриситету и наклонению орбиты, умно�
женные на соответствующие им весовые (нео�
пределенные) коэффициенты:

min→ΔΔ= K
T
K xxI α ,                 (14)

где [ ]TK ieAx ΔΔΔ=Δ ,, .

Здесь
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αα ij ,

∑ =1ijα ,

где 11αα =A , 22αα =e , 33αα =i  � весовые коэф�
фициенты (элементы диагональной матрицы) по
большой полуоси, эксцентриситету и наклоне�
нию соответственно.

Решение вариационной задачи будем прово�
дить в соответствии с принципом максимума
Л.С.Понтрягина [14].

Будем рассматривать случай, когда ЭРДУ
работает без выключений ( 1≡δ ), поскольку в
этом случае обеспечивается минимум общей
продолжительности перелета.

Для этого введем сопряженную вектор�фун�
кцию Ψ , составим гамильтониан и найдем его
максимум по управляющим функциям λ  и ψ :

( )TieA ΨΨΨ=Ψ ,,
Последнее выражение можно переписать в

следующем виде:
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С учетом (12) выражение для гамильтониа�
на принимает вид:
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В соответствии с принципом максимума, не�
обходимое условие оптимальности имеет вид:
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Откуда получаем стационарные точки:
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(16)

Проверим стационарные точки на экстремум.
Для этого получим условие отрицательной оп�
ределенности матрицы вторых производных:

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=Δ

2221

1211

xx
xx

,

где

 

( ) [
]ψλ

ψλ
μλ

cossin

coscos1 2

2

2

11

T

S

A

AaeAHx

−

−−
−

=
∂
∂

=



192

Известия Самарского научного центра Российской академии наук, т. 12, №4, 2010
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Подставляя в (17) значения для углов ори�
ентации вектора тяги (14), найдем среди них та�
кое сочетание, которое обеспечивает выполнение
условий 021122211 >−=Δ xxxx  и 011 <x .

Таким образом, максимум гамильтониана
достигается при
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При получении выражений (18) считалось,
что двигатель работает без выключений ( 1≡δ ),
т.к. этот случай обеспечивает минимальную про�
должительность перелета.

Сопряженная система уравнений имеет вид:

( )ieAAA aueAf
A
H

ΨΨΨ=
∂
∂

−=Ψ
•

,,,,,,,,, ψλϑ ,

( )ieAAe aueAf
e
H

ΨΨΨ=
∂
∂

−=Ψ
•

,,,,,,,,, ψλϑ , (19)

const
i
H

ii =Ψ=
∂
∂

−=Ψ
•

,0 .

Условия трансверсальности в задаче Майе�
ра принимают вид:

( )
A
ITA
∂
∂

−=Ψ ,

( )
e
ITe
∂
∂

−=Ψ ,                                                 (20)

( )
i
ITi
∂
∂

−=Ψ

4. МЕТОД ЛОКАЛЬНОЙ ОПТИМИЗАЦИИ

Применение принципа максимума позволяет
свести оптимизационную задачу к краевой зада�
че для системы обыкновенных дифференциаль�
ных уравнений. Решение задачи оптимального
управления элементами орбиты в строгой поста�
новке, вытекающей из формализма Лагранжа –
Понтрягина, связано с большими вычислитель�
ными трудностями, кроме того, на первый план
выходит проблема сходимости и устойчивости
алгоритма решения краевой задачи и единствен�
ности решения. Поэтому исходная задача расши�
рялась до задачи локальной оптимизации.

Локально�оптимальными управлениями в
дальнейшем будем называть такие управления
( )xtu ,

~
, которые минимизируют не функционал

динамической задачи I  (интегральный), а по�
дынтегральное выражение, то есть производную

dt
dI

 в каждый момент времени. Если подынтег�

ральное выражение не меняет знака и представ�
ляет собой монотонную функцию, описанная по�
становка эквивалентна исходной [15].

Решение при этом получается в виде конеч�
ных соотношений, не содержащих неопределён�
ные величины (сопряженные переменные в
принципе максимума Л.С. Понтрягина [11]).
Для решения подобной задачи применяются
классические методы (в случае, когда область
переменных, на которой определено подынтег�
ральное выражение, – открытое множество).

В общем случае синтез локально�оптималь�
ных управлений не гарантирует абсолютного
оптимума в исходной постановке задачи, одна�
ко, существует класс задач, содержащих малый
параметр (в частности, реактивное ускорение,
создаваемое ЭРД), в которых локально�опти�
мальные управления тем ближе к оптимальным,
чем меньше малый параметр, т.е. чем слабее кор�
ректирующее управление. Этот результат был
доказан и опубликован в работе [4], где были
найдены локально�оптимальные управления
для широкого класса задач механики полёта с
малой тягой.

Будем искать локально�оптимальный закон
управления, обеспечивающий совместное изме�
нение большой полуоси, эксцентриситета и на�
клонения орбиты.

Потребуем монотонного изменения большой
полуоси, эксцентриситета и наклонения орбиты,
тогда поставленную задачу отыскания законов
управления ориентацией вектора тяги КА с
ЭРДУ можно свести к задаче выбора локально�
оптимального закона с последующей проверкой
условия монотонности функционала.
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С учетом того, что на конечные значения дол�
готы восходящего узла, аргумента перигея и ар�
гумента широты не накладываются жесткие ог�
раничения, то поставленная задача значительно
упрощается.

Проведем отыскание локально�оптимально�
го закона совместного управления большой по�
луосью, эксцентриситетом и наклонением орби�
ты, обеспечивающий минимум функционала I ,
определяемого выражением (14), при заданных
начальных условиях.

Заменим этот функционал локальным кри�
терием, обеспечивающим максимальную  ско�
рость изменения I :

max2
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Введем обозначения:
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Тогда функционал запишем в виде:

( ) [ ]WATASAeA
dt
dI

WTS
⋅+⋅+⋅⋅

−
= ***

212
μ .(22)

Результатом поиска максимума выражения

(18) по двум переменным ( ) max)(),( →= tt
dt
dI

dt
dI ψλ

являются аналитические выражения для углов
ориентации вектора тяги λ  и ψ ,  где ψ  � угол
отклонения тяги от мгновенной плоскости орби�
ты, λ  � угол между проекцией вектора тяги на
плоскость орбиты и трансверсалью.
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Полученный закон управления ( ) ( )tt
~~

,λψ
имеет достаточно простую структуру и позволя�
ет провести расчет динамического манёвра без
процедуры решения краевой задачи.

Как следует из (18), от значений весовых ко�
эффициентов Aα , eα , iα  зависит скорость из�
менения большой полуоси, эксцентриситета и
наклонения орбиты.

За счет подбора значений весовых коэффи�
циентов можно контролировать скорость изме�
нения элементов орбиты и добиться одновремен�
ности выполнения конечных условий.

В этом случае необходимо осуществлять под�
бор весовых коэффициентов во внутреннем ите�
рационном цикле путем оценки средних скорос�
тей изменения элементов орбиты за заданный
промежуток времени (виток, сутки) и пересчета
весовых коэффициентов.

В первом приближении можно принять

ieA ααα == .
В результате применения данного алгоритма

были получены следующие зависимости боль�
шой полуоси, эксцентриситета и наклонения
орбиты от времени (рис. 3).

Моделирование показало, что производная
функционала не меняет свой знак, а сам функ�
ционал монотонно убывает до нуля, минимизи�
руя невязки по большой полуоси, эксцентриси�
тету и наклонению орбиты.

Путем подбора весовых коэффициентов мож�
но оптимизировать схему перелета по времени.

Указанная схема совместного изменения эле�
ментов орбиты является простой в использова�
нии, дает нижнюю оценку продолжительности
перелета и обеспечивает достаточную точность.

5. МЕТОД РАСЧЕТА ПРОДОЛЖИТЕЛЬНОСТИ
ПРЕБЫВАНИЯ КА С ЭРДУ В ТЕНИ ЗЕМЛИ

При проектировании космического аппарата с
ЭРДУ важным условием является определение
условий его освещенности, поскольку от этих ус�
ловий зависит функционирование КА, использу�
ющего в качестве источника тока бортовые солнеч�
ные преобразователи. Эффективность же после�
дних существенным образом зависит от взаимного
расположения КА, Солнца и Земли, и, в первую
очередь, от расположения КА на освещенных и
теневых участках орбиты. Кроме того, тепловые
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режимы конструкций и элементов КА, а также
функционирование датчиков системы ориентации
также зачастую решающим образом определяют�
ся астрономо�баллистическими условиями и, в
первую очередь, условиями освещенности [16].

В монографии [8] описана методика расчета
времени пребывания КА с ЭРДУ в тени Земли

для случая круговой орбиты. Указанная методи�
ка разработана для усредненных уравнений дви�
жения и может быть использована в случае дви�
жения с малой тягой по околокруговым много�
витковым пространственным траекториям или
в качестве первого приближения для расчета
продолжительности теневых участков на проме�

Рис. 3. Зависимость большой полуоси (а), эксцентриситета (б), наклонения (в) орбиты, весовых
коэффициентов (г) от времени перелета и траектория пространственного движения

КА с ЭРДУ (д) для параметров начальной ( o5.51,3.0,14000 000 ieкмA == )
и конечной ( o01.0,001.0,42163 ≤≤= Kkk ieкмA ) орбит
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б 

 
в 

 
г 

 
д 



195

Механика и машиностроение

жуточной слабоэллиптической орбите
( 0.05e < ). Однако, как следует из работы [17],
наиболее предпочтительными для комбиниро�
ванных схем являются орбиты с большим экс�
центриситетом, что требует иных методов рас�
чета продолжительности теневых участков.

Решение задачи определения моментов време�
ни входа КА в тень Земли и выхода из нее предпо�
лагает известными на рассматриваемом интерва�
ле времени эфемериды Солнца и координаты КА.

В общем случае тень планеты состоит из двух
областей: полной тени и полутени (рис. 4). Пол�
ная тень образуется в конусе со стороны, проти�
воположной Солнцу. К полутени можно отнести
область, лежащую в пространстве между полной
тенью и полной освещенностью. Уменьшение ин�
тенсивности солнечного излучения обусловлено
тем, что диск Солнца частично закрывается пла�
нетой. Приняв равномерное распределение по
диску энергии, излучаемой Солнцем, можно счи�
тать, что интенсивность площади солнечного дис�
ка будет прямо пропорциональна площади сол�
нечного диска, не закрытого планетой.

Запишем так называемое “уравнение тени”
[17], определяющие моменты входа�выхода КА
в тень Земли (см. рис.5)

( )
( ) 222

22
3

sincos

cos1

pBAp

eaФT

−++

++=

ϑϑ

ϑ
,           (24)

где 3a – радиус Земли; Cr – радиус�вектор Сол�
нца в геоцентрической системе координат.

Условием входа в область тени или выхода
из нее является равенство 0=TФ , а физический
смысл ( 0cos ≤ϕ ) имеют те решения уравнения
(21), для которых выполняются условия

0sincos <⋅+⋅ ϑϑ BA .
При выполнении условий

0sincos =⋅+⋅ ϑϑ BA . (25)
КА будет освещен прямыми лучами Солнца.
При анализе условий освещенности необхо�

димо учитывать следующее правило: если КА
входит в тень, то TФ  меняет знак с минуса на
плюс, если КА выходит из тени  – TФ  меняет
знак с плюса на минус [17].

6. ОПТИМИЗАЦИЯ ДАТЫ СТАРТА
С УЧЕТОМ ВРЕМЕНИ ПРЕБЫВАНИЯ

КА С ЭРДУ В ТЕНИ ЗЕМЛИ

В зависимости от даты старта стартаD , оп�
ределяющей эфемериды Солнца, и начальной
долготы восходящего узла 0Ω , задающей на�
чальную ориентацию плоскости орбиты относи�
тельно Солнца, траектория космического аппа�
рата с солнечной ЭРДУ будет характеризовать�
ся различным временем затенения. Варьируя
параметры стартаD,0Ω , получаем различные
значения времени пребывания КА в тени.

Рис. 4. К определению тени планеты

Рис. 5. К положению КА относительно тени Земли
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Поставим задачу построения изолиний вре�
мен пребывания КА, совершающего перелет по
многовитковой пространственной траектории
перехода на ГСО, в тени Земли. Для этого вы�
полним серию расчетов для различных значений
параметров стартаD,0Ω  с шагом по долготе вос�
ходящего узла и по дате старта. Обработка мас�
сива расчетных значений проводилась с помо�
щью пакета MathGL.

При этом равными считались значения вре�
мени пребывания КА в тени Земли, отстоящие
от среднего значения на 0,1 суток.

Программа позволяет представить результа�
ты моделирования не только в виде изолиний,
но и в форме трехмерного изображения.

На рис. 6 представлены результаты расчета
продолжительностей теневых участков при ва�
рьировании значений даты старта и долготы вос�
ходящего узла при фиксированных значениях
большой полуоси кмA 14000=  и эксцентриси�
тета 3.0=e  промежуточной орбиты.

Из рис. 6 видно, что оптимальные ( 0тени =T ) и
неоптимальные ( maxтени =T ) даты старта повто�
ряются с периодичностью 6 месяцев. Кроме того,
существуют достаточно широкие окна старта, при
которых 0тени =T . Ранее этот факт был установлен
для движения по околокруговым траекториям [8].

При фиксированной дате старта можно до�
биться уменьшения времени пребывания КА
в тени за счет оптимального выбора начальной
ориентации плоскости орбиты (угла 0Ω ).
Описанная приближённая методика позволя�
ет существенно сузить границы области поис�
ка оптимальных дат старта для космических
аппаратов с солнечными электрореактивными
двигателями.

Таким образом, проведенная декомпозиция
общей задачи оптимизации траекторий межор�
битального перелета позволила выделить об�
ласть баллистических параметров, обеспечива�
ющих оптимум по критерию продолжительнос�
ти пребывания в тени.

Рис. 6. Области равной продолжительности пребывания КА с ЭРДУ в тени Земли:
а – поверхность в пространстве;   б – изолинии ( тениT fixe= )

а)  
 

б)  
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Первоначальное расширение множества до�
пустимых решений оказалось достаточно эффек�
тивным, т.к. диапазон параметров, при которых

0тени =T , оказался весьма широким.
Отметим, что для серии  расчетов, выполнен�

ных с различными значениями большой полуоси
переходного эллипса, время пребывания КА в
тени составляет от 0 до 7 суток. Это существен�
но меньше, чем для траекторий перелетов на
ГСО, соответствующих движению по квазикру�
говой орбите только с двигателем малой тяги –
от 0 до 20 суток [8].

7. МОДЕЛЬ РАСЧЕТА ВРЕМЕНИ
ПРЕБЫВАНИЯ КА С ЭРДУ В ТЕНИ ЗЕМЛИ

Движение космического аппарата в областях
повышенной радиационной активности сопро�
вождается деградацией солнечных батарей, а
также приводит к увеличению требований к ра�
диационной защите приборных отсеков КА, что
значительно увеличивает их массу. Для расчета
полученной дозы радиации, при геоцентричес�
ком движении аппарата, используется модель
распределения интенсивности радиации [18].
Радиационные пояса в этой модели считаются
симметричными и на рис. 7 показано их сечение
плоскостью, перпендикулярной экватору и про�
ходящей через ось Земли (L – расстояние, изме�
ренное в радиусах Земли). Эти линии уровня
приближенно аппроксимируются уравнениями
в полярной системе координат.

Внутренний радиационный пояс имеет
максимальную интенсивность радиационно�
го потока 31,9 10 /Гр сут⋅ ,  внутренний –

22,8 10 /Гр сут⋅ .
Будем оценивать общую продолжительность

нахождения аппарата в радиационных поясах
Земли, варьируя значения большой полуоси и
эксцентриситета промежуточной орбиты.

В табл. 1 приведена сравнительная характе�
ристика перелетов, отражающая время пребыва�

ния КА в радиационных поясах Земли в зависи�
мости от параметров промежуточной орбиты –
большой полуоси и эксцентриситета.

Видно, что время пребывания в радиацион�
ных поясах существенно уменьшается с возрас�
танием большой полуоси и эксцентриситета пе�
реходного эллипса и составляет для проведен�
ных расчетов от 3 до 20 суток.

Поэтому, назначая ограничения на суммар�
ную интенсивность радиационного облучения
или на продолжительность пребывания в ради�
ационных поясах, можно исключить из схемы
оптимизации перелеты, не удовлетворяющие
указанным ограничениям.

Следует заметить, что невозможно выбрать
траекторию перелета с малой тягой на ГСО, со�
вершенно не заходящую в радиационные пояса
Земли.

8. РЕШЕНИЕ МНОГОКРИТЕРИАЛЬНОЙ
ЗАДАЧИ СИНТЕЗА ПРОЕКТНО$

БАЛЛИСТИЧЕСКИХ ХАРАКТЕРИСТИК

Как упоминалось ранее, алгоритм решения
многокритериальной задачи оптимизации пред�
полагает выделение двух этапов.

На первом этапе на основе перебора парамет�
ров баллистической схемы b  (большой полуоси
и эксцентриситета промежуточной орбиты) с
заданным шагом производится моделирование
каждого расчетного варианта. В плоскости пара�
метров “время перелета – масса полезной нагруз�
ки” строится множество решений 1π . Далее при�
меняется метод рабочих характеристик
( var, == ΣTfixeM ПН ) и исходное множество
решений 1π  сужается до множества Парето

12 ππ ⊂ , которое является верхней границей
множества 1π .

На втором этапе производится проверка ог�
раничений доп

тенитени
доп
радрад TTTT ≤≤ , . Варианты,

не удовлетворяющие ограничениям, исключают�
ся из множества 2π . Таким образом, результатом

Рис. 7. Модель радиационных поясов Земли

Таблица 1. Сравнительная характеристика
пребывания КА в радиационных поясах Земли
при варьировании параметров промежуточной

орбиты

№ прA , 
км 

пре  
ЭРДУT , 
сут. 

РАДT , 
сут. 

1 17000 0,059 81,773 21,28
2 19000 0,158 71,578 14,47
3 21000 0,238 64,780 10,10
4 23000 0,304 59,955 7,36
5 25000 0,360 56,315 5,63
6 27000 0,407 53,570 4,48
7 29000 0,448 52,666 3,70
8 31000 0,484 49,613 3,15
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решения задачи оптимизации является некоторое
множество “неулучшаемых” решений 23 ππ ⊂ , в
котором можно выделить две области:

а) область решений, характеризующихся ма�
лым временем выведения и небольшой массой
полезной нагрузки (этому случаю соответству�
ет интенсивная работа ХРБ);

б) область  решений, характеризующаяся
длительным перелетом и значительной массой
полезной нагрузки (в этом случае происходит
интенсивная работа ЭРДУ).

На рис. 8 представлены множества “неулучша�
емых” решений для случаев последовательного и
совместного управления элементами орбиты.

На третьем этапе решается задача парамет�
рической оптимизации, т.е. выбора оптимальных
проектных параметров электрореактивного
транспортного модуля (тяги, скорости истече�
ния, мощности энергоустановки, площади сол�
нечных батарей, типа и количества электрореак�
тивных двигателей, массы рабочего тела и т.д.).
Однако если используется стандартный спроек�

тированный электрореактивный транспортный
модуль, этот этап оптимизации опускается. Тог�
да синтез проектно�баллистических характери�
стик перелета сводится к выбору оптимальных
параметров переходного эллипса и оптимальных
управлений углами ориентации тяги ЭРД, обес�
печивающих минимум квадратичной невязки
граничных условий при фиксированном мотор�
ном времени перелета.

В качестве альтернативы оптимальной со�
вместной схеме управления элементами орбиты
можно предложить схему последовательного
управления, в которой производится раздельное
управление элементами в плоскости орбиты и в
местной горизонтальной плоскости. На первом
этапе ведется управление большой полуосью и
эксцентриситетом с помощью трансверсально
направленной тяги. На втором этапе производит�
ся управление наклонением за счет бинормаль�
ной ориентации вектора тяги. Такую схему пос�
ледовательного управления элементами орбиты
удобно использовать в том случае, когда накла�

а) 

б)  
 

 Рис. 8. Построение множества Парето для оптимальной даты старта (21.05.2011г):
а – схема последовательного управления ieA →),( ;

б – схема совместного управления ( )ieA ,,
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дываются ограничения на угловое движение КА
с ЭРДУ и возникает необходимость разделения
каналов управления.

Управление вектором тяги КА с ЭРДУ в слу�
чае совместной схемы можно организовать сле�
дующими способами:

1) разворот КА с помощью ЭРД (в этом слу�
чае каждый ЭРД помещается в кардановый подвес);

2) разворот КА с помощью двигателей ма�
лой тяги;

3) разворот КА с помощью маховиков;
4) без разворотов (двигатели располагают�

ся неподвижно  на КА с противоположных сто�
рон, их переключение производится в соответ�
ствии с законом управления).

Приведенный массив расчетов, отраженный
на графиках (см. рис. 8), показывает преимуще�
ства совместного управления элементами орби�
ты. Для случая “а” масса ПН при стартовой мас�
се 6900 кг составляет порядка 1350 кг, а время
перелета изменяется от 65 до 85 суток. Дальней�
шее увеличение продолжительности перелета не
дает выигрыша в полезной нагрузке (точки 8�3).

Схема совместного управления позволяет чет�
ко выделить две характерных области (рис. 9):
  Первый участок продолжительностью от

50 до 60 суток: здесь масса полезной нагрузки не
превышает 1300 кг, т.к. основные энергетические
затраты берет на себя ХРБ при реализации пе�
реходного эллипса (короткие перелеты).
  Второй участок, реализующий оптималь�

ную комбинированную схему, имеет продолжитель�
ность от 60 до 80 суток, при этом масса полезной
нагрузки за счет более длительной работы двигате�
ля малой тяги увеличивается примерно до 1550 кг.

В табл. 2 представлены результаты расчета
проектных и баллистических параметров для
одного из расчетных вариантов схемы с совмес�
тным управлением большой полуосью, эксцент�

риситетом и наклонением орбиты при постоян�
ных весовых коэффициентах.

Из рис. 8 видно, что вариант с последователь�
ным изменением элементов орбиты существен�
но уступает по массе полезной нагрузки вариан�
ту совместного управления.

На рис. 9 показаны зависимости углов ори�
ентации вектора тяги КА с ЭРДУ. Видно, что
управление углом ориентации вектора  тяги в
плоскости орбиты (случай “а”) на начальном эта�
пе (от 0 до 18 суток) происходит по закону, близ�
кому к трансверсальному, после чего (от 18 до
75 суток) амплитуда колебаний значительно воз�
растает. В то же время изменение угла ориента�
ции в местной горизонтальной плоскости (слу�
чай “б”) на начальном этапе (от 0 до 30 суток)
происходит за счет переключения бинормальной
компоненты  вектора тяги дважды за виток с по�
степенным возрастанием амплитуды от 40 до 75
градусов, после чего закон управления медлен�
но приближается к бинормальному.

Найденная структура режима управления
может рассматриваться в качестве хорошего
начального приближения для последующего
улучшения методами параметрической опти�
мизации.

Результаты многокритериальной совместной
оптимизации проектных параметров, траекто�
рий и режимов управления движением позволя�
ют сформировать массив исходных данных для
проектирования космического аппарата с хими�
ческим разгонным блоком и универсальным
транспортным модулем на базе ЭРДУ.

Предложенная методика может являться на�
чальным приближением для поиска оптимума,
процедура нахождения которого должна произ�
водиться с привлечением более точной модели
и содержать строгую оценку приближения к оп�
тимальности.

Рис. 9. Углы ориентации вектора тяги:
а – в плоскости орбиты, б – в плоскости местного горизонта

а) б)  
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на ГСО (точка №38, см. рис. 9 “б”)

Исходные данные
Начальная масса КА, кг 6900
Масса рабочего запаса топлива ХРБ, кг 3164
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The problem of a choice of spacecraft flight optimum ballistic schemes into a geostationary orbit with use of high
and low thrust engines is investigated. The scheme of optimization multicriterial problem decision for the
combined flights into a geostationary orbit is offered: as the main criteria are accepted weight of payload in a
target orbit and duration of flight, and other criteria (the general time of spacecraft stay in the Earth radiating
belts and duration of shadow sites) are translated in the category of restrictions. At the first stage the two�
criterial problem of optimization by means of generation of Pareto�optimum decisions, at the second stage check
of performance of restrictions is carried out. At the third stage synthesis of design�ballistic characteristics of
flight as a whole, taking into account restrictions is carried out. The method of a dynamic part problem decision
consists in use of an expansion principle of admissible conditions and controls at transition from an optimization
problem in strict statement (according to a Pontrjagin’s maximum principle) to a problem of local optimization.
Results of numerical modeling of the flights combined schemes, optimization of their design�ballistic
characteristics, calculation of design parameters of the interorbital transport spacecraft are resulted.
Key words: combined engine, electrojet engine, chemical booster, multicriterial problem of optimization,
set Pareto, expansion principle, Pontrjagin’s maximum principle, locally�optimum control


