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ВВЕДЕНИЕ

Методы пространства состояний стационар�
ных линейных непрерывно�дискретных систем
[1] с многократной фильтрация дискретных из�
мерений доступных координат и дискретным
идентификатором состояния [2] применяются к
анализу устойчивости движения упругого кос�
мического аппаратов (КА) при формировании
широтно�импульсного управления реактивными
двигателями  с физическим запаздыванием.

МОДЕЛЬ ЛИНЕЙНОЙ МНОГОКРАТНОЙ
СИСТЕМЫ С ЗАПАЗДЫВАНИЕМ

Рассматривается линейный стационарный
объект с кусочно�постоянным управлением
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где 0),,[ 000 =∞+≡∈ ttTt , вектор�функция уп�
равления r

j )}(u{)( Ru ∈= tt kk  с определением

1-kkk )( vuu ==tk  и  k1kzuk )T( vuu ==+ +tk
формируется в дискретные моменты времени

zukt T+  и  далее при широтно�импульсной мо�
дуляции (ШИМ) управления с физическим за�
паздыванием uzT , причем uzu TT <≤0 , формиру�
ется  как
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где ..}{0,1,2,3,.Nk,Tkt 0uk ≡∈⋅= . Вектор
n(t) Rx ∈  описывает состояние объекта, а век�

тор r
jkk }v{ Rv ∈=  представляет дискретную

текущую команду – выход  дискретного алгорит�
ма  управления,  формируемый  БЦВМ только в
дискретные моменты времени tk .

Измерение )Tt()t( zy−= xCy  состояния
объекта (1) является неполным и выполняется
только в моменты времени 0qs Ns,sTt ∈=  с
периодом T Tq u≤ , кратным периоду управления
Tu , что при произвольном фиксированном за�
паздывании Tzy  при измерении описывается так:
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Для учета запаздывания zyT  при измерении,
кратного периоду qT , формально вводится дис�
кретная система с вектором состояния sη  раз�
мерности )]E[1( zyz n+= ll :
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где n T Tzy zy q= / ,  а матрицы
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При реализации алгоритма управления име�
ется также постоянное запаздывание z–T
( uz– TT <≤0 ), обусловленное затратами време�
ни БЦВМ. Для uq TT <  при вычислении   век�
тора )( 11 ++ = kk tvv , могут использоваться изме�
рения, не более поздние, чем
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где quq TTn /= ; zcuc TTT −=ν ; ]E[ qcc TTn /νν = ;
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cqzc nnn ν−= ; ]E[ qnsk /= , ]E[⋅  – символ целой
части, причем в общем случае qzc

'
zczc TnTT ≡≠ .

Будем считать, что при вычислении вектора дис�
кретной команды управления kv  применяется
дискретный фильтр рекуррентного типа
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с периодом квантования qT  и выходным сигна�
лом *knss

F
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k Tkt =′ ,  где
]E[ qzc nnsk /)(* += , а A~ , B~ , C~ , D~  –  матрицы

соответствующей размерности;
Сигналы yk

F  фильтра (6) поступают в диск�
ретный динамический регулятор с идентифика�
тором состояния Луенбергера полного порядка
с периодом дискретизации Tu :
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где r
k0k xCr =  – сигнал внешней команды,

r Rk ∈ l , rk ikr= { } ; x k
r  – вектор эталонных пе�

ременных состояния системы; uχ – диагональная
матрица с элементами, равными 1 либо 0 при за�
мыкании либо размыкании системы по отдель�
ным каналам, соответственно, а 00d0d0d ,,, CQBA
и K u – постоянные  матрицы соответствующей
размерности.

ЛИНЕАРИЗАЦИЯ СИСТЕМЫ
С  ШИМ УПРАВЛЕНИЯ

При ШИМ управления (2) с запаздыванием
возможно лишь приближенное представление
управляемого объекта (1) в виде линейной дис�
кретной модели. При отсутствии запаздывания
(при 0Tzu = ) и обозначениях )t( kk xx ≡ ;

)t( kk kuu ≡  нелинейное разностное уравнение
с периодом Tu  получается в виде

jk
m
jjjkkd1k vU)( signbQxAx τ+= Σ+ ,

где |)v|,T(Sat jkujk =τ ; A Ad uT= exp( ) ;
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τ

0
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С использованием известных свойств мат�
ричной экспоненты и интеграла от нее имеем

τ⋅⋅⋅−τ+τ−=τ )!3/)(!2/)(()( 2
d AAIAQ ,

поэтому предполагая  выполнение условий
ujk T<<τ ; ||/2Tu iλπ<< , где iλ – собственные

значения матрицы A  в (1), выделяется линей�
ная часть матриц )( ikτQ  по отношению к

|v| jkjk =τ  и выполняется линеаризация ШИМ
управления, т.е. приближенное представление
векторного разностного уравнения движения
объекта в виде kdkd1k vBxAx +=+ , где матри�

ца }U{diag m
jdd BAB = . Данной модели фор�

мально можно придать форму эквивалентной
дискретной системы с постоянным значением
эквивалентного управления на основном цикле
дискретности. При обозначениях ud

e
d TBB =  и

uk
e
k /Tvu =  имеем тождество e

k
e
dkd uBvB = ,

а  ли неа р и зованна я ди скр ет на я модель
объекта управления представляется в виде

e
k

e
dkd1k uBxAx +=+  с эквивалентным управле�

нием e
ku , постоянным на всем полуинтервале

),[ 1k += kk ttT  времени. Используя это понятие,
нетрудно убедиться, что линеаризованная диск�
ретная модель объекта (1) с ШИМ управления
(2) и  учетом запаздывания  имеет  явный  вид
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где

АГРЕГИРОВАНИЕ
И АНАЛИЗ УСТОЙЧИВОСТИ

При векторе команды 0r =k  определение
устойчивости нулевого решения

0x =)t( , 0Tt ∈ ; 0x =s
~ ; 0x =k

)
, 0Nks, ∈ , (9)

непрерывно�дискретной системы управления
(1) – (7) понимается как прямая композиция по�
нятий устойчивости ее непрерывной и дискрет�
ной частей. Для получения линеаризованной
модели замкнутой непрерывно�дискретной сис�
темы многократного типа, в общем случае с за�
паздыванием трех типов (при измерении Tzy , при
вычислении команды Tzc  и при физическом фор�
мировании управления Tzu ), используются мето�
ды пространства состояний линейных систем уп�
равления [1,2]. Здесь основная задача состоит в
построении эквивалентной дискретной модели
системы с главным периодом Tu , как наиболь�
шему из имеющихся периодов квантования. Ре�
шение этой задачи подробно представлено в [2],
в результате получаются дискретные модели как
замкнутой системы, так  разомкнутой по любого
из компонентов выходного вектора относитель�

zuuu TTT −=ν ; uzuu /TT=ε ; 

uuuu 1/TT ε−==ν ν ; 
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но любого компонента входного вектора rk  сис�
темы. Далее для исследования устойчивости и
получения гарантированных оценок качества
замкнутой системы применяются классические
частотные (критерий Найквиста в логарифми�
ческом масштабе псевдочастоты) и спектраль�
ные методы линейной теории дискретных сис�
тем в векторно�матричном представлении.

МОДЕЛИРОВАНИЕ КА
С УПРУГОЙ  КОНСТРУКЦИЕЙ

При получении приближенных моделей дви�
жения упругих КА наиболее распространен ме�
тод Релея�Ритца�Галеркина в форме метода ко�
нечных элементов (МКЭ). Особенность приме�
няемого подхода заключается в представлении
упругих колебаний элементов конструкции в виде
конечного числа тонов. Здесь расчет форм коле�
баний выполняется на основе МКЭ с конденса�
цией (редукцией) по тонам колебаний, на ЭВМ
вычисляются также матрицы коэффициентов
взаимовлияния  движений  всех  подконструкций
как абсолютно твердых, включая корпус КА, так
и деформируемых тел. Модель углового движе�
ния КА с упругими крупногабаритными панеля�
ми солнечных батарей (СБ), составленная при
упрощающих  предположениях [3�6], имеет вид
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Здесь  ω  – вектор угловой скорости КА в
связанной с КА системе координат (ССК) xyzO ,
q  – вектор�столбец обобщенных координат уп�
ругих колебаний двух панелей СБ, J  – тензор
инерции КА при произвольном фиксированном
положении панелей СБ, прямоугольная матри�
ца qD  отражает инерционное взаимовлияние
движений панелей СБ и корпуса КА,

qDJG &q  ω +=  –  вектор кинетического момен�
та упругого КА, диагональная матрица

}diag{ sΩ=Ω  составлена из парциальных час�
тот q

s ns ÷= 1,Ω , δ  – логарифмический дек�
ремент колебаний панелей СБ, s

o
g
oo MMM +=

– суммарный вектор возмущающих моментов
относительно центра масс О КА, где g

oM – век�
тор гравитационного момента и s

oM – вектор
момента возмущающих сил солнечного давле�
ния; }M,M,M{ zyx

od
o ≡= MM  –  вектор�стол�

бец моментов двигательной установки ориента�

ции (ДУО) с ШИМ длительности тяги двигате�
лей. Ориентация ССК xyzO  относительно ор�
битальной системы координат (ОСК) ooo zyxO
определяется кватернионом oΛ  и вектором�
столбцом }{ 321 φφφ= ,,φ  из углов рыскания, кре�
на и тангажа соответственно, вектор�столбец

},0,0{ oν= && o
oν  представляет вектор угловой ско�

рости ον&  орбитального движения центра масс
КА в проекциях на оси ОСК и νο ( )t  – истинная
аномалия. В инерциальном базисе I  кинемати�
ка пространственного углового движения КА
описывается кватернионным соотношением

ωΛΛ o&
2
1= . Орбита КА считается известной,

при этом  вектор возмущающих моментов oM
представляется аналитической зависимостью
только от кватерниона οΛ  ориентации КА в
ОСК. Динамические свойства упругой модели
(10) КА существенно зависят от положения па�
нелей СБ, которое определяется углом

]2,0[ π∈γ . В качестве примера на рис. 1 пред�
ставлены логарифмические амплитудные харак�
теристики (ЛАХ) непрерывной модели упруго�
го спутника по каналам управления его ориен�
тацией для различных фиксированных
положений панелей СБ с шагом o45 .

ДИСКРЕТНЫЕ АЛГОРИТМЫ
ФИЛЬТРАЦИИ И УПРАВЛЕНИЯ

В начальных режимах ориентации  КА в си�
стеме управления применяются ДУО на основе
шести термокаталитических реактивных двига�
телей с ШИМ тяги, три одноосных гироскопи�
ческих датчика угловой скорости, аппаратура
спутниковой навигации (АСН) по сигналам
спутниковых навигационных систем ГЛО�
НАСС/GPS, редукторный шаговый привода и
датчик углового положения двух панелей СБ
относительно корпуса КА, а также БЦВМ, реа�
лизующая алгоритмы цифрового управления.
Непрерывно�дискретные модели этих компонен�
тов контура управления представлены в [3�7].
Допустимые конструктивные базы установки
навигационных антенн на корпусе КА обычно не
превышают 1м, поэтому достигаемая точность
определения ориентации КА с помощью АСН
оценивается значением 5.03 ≈σ  град. Такой
точности вполне достаточно как для одновремен�
ного наведения панелей СБ на Солнце, а полез�
ной нагрузки (антенны спутника связи, телескоп
спутника наблюдения) – на Землю, так и  после�
дующей угловой стабилизации КА в ОСК.

Применяемый дискретный фильтр измере�
ний с периодом дискретизации qT  имеет пере�
даточную функции

)zb)/(1b(1)(zW -1
q11qf ++= ,  )exp(sTz qq ≡  с

условием 1(1)Wf = , где )/TTexp(b fq1 −−≡  и
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fT  – постоянная времени. Частотная функция
)(jW~ qf λ  в зависимости от абсолютной псевдочас�

тоты фильтрации /2)T)tg((2/T qqq ω=λ  имеет вид
)ps~()/qs~(K)s~(W~)(jW~ qqqqfqfqf

λλλ −−⋅=≡λ , где
1)b1/()b1(K 11f <−+=λ ,  а )T/2(q qq −=λ  и

)T/2(Kp qfq
λλ −=  являются ее нулем и полюсом.

Псевдочастота фильтрации /2)T)tg((2/T qqq ω=λ
связана с абсолютной псевдочастотой управле�
ния /2)T(tg)(2/T uu ω=λ  нелинейным  соотно�
шением )/2)/nT(tg(arctg)(2/Tn quuqq λ=λ . При
постоянной времени Tf = 2 с такого рекуррент�
ного фильтра с периодом дискретности фильт�
рации измерений quq n/TT = = 1 с  и периодом
управления 4T =u с ЛАХ фильтра вносит амп�
литудное подавление с выходом на постоянный
уровень 11−  Db, при этом  вносимые им отри�
цательные значения ЛФХ являются вполне при�
емлемыми в отношении получаемых запасов ус�
тойчивости по фазе.

Без учета запаздывания и дискретной филь�
трации упрощенная нелинейная дискретная мо�
дель любого канала при векторе состояния

},{ kkk δωδφ=x  имеет вид [5]

)v,Sat(T))((1 kukddkdk τδ++=+ bbxAx ,

где kdk xK=v ; ][ ωφ= kkdK ; |)v|,Sat(T kuk =τ .
Асимптотическая устойчивость положения рав�

новесия 0=kx  такой нелинейной дискретной
модели  доказывается с помощью дискретной
функции Ляпунова 2/1)()( T

kkkk vv Vxxx =≡ ;
1)( T −= TTV , где матрица T  составлена из соб�

ственных векторов матрицы dddd KbAA +≡o

замкнутой линейной дискретной системы для ее
собственных значений 2,1, =μ=μ ii  внутри
единичного круга, 1|| <μi . Первая разность та�
кой функции Ляпунова удовлетворяет неравен�
ству kkkk vbvavv 2/122

1 )( ++μ≤+ , где постоянные
положительные параметры a  и b  появляются в
процессе мажорирования. Используя данный ре�
зультат, рассчитываются значения коэффициен�
тов в законах управления ДУО с ШИМ и учетом
физического запаздывания, при которых будет
обеспечена не только асимптотическая устойчи�
вость каждого канала в соответствующем режи�
ме, но и как приемлемые показатели переходного
процесса, так и точностные характеристики.

Дискретные законы формирования управле�
ния ДУО по каналам угловой стабилизации КА
описаны в [3�6]. При пространственном поворот�
ном маневре (ПМ) КА на заданном временном
интервале с известными краевыми условиями
общего вида необходимо согласованно учиты�
вать ограниченность широтно�импульсного уп�

Рис. 1. ЛАХ упругого КА по каналам для  различных положений панелей СБ
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равления по отдельным каналам. С этой целью
сначала вычисляется вектор }v~{~

ikk =v , соответ�
ствующий вектору потребного управляющего
момента )(tkM  для каждого полуинтервала вре�
мени )T,[ ukk ttt +∈ . Затем вектор широтно�им�
пульсного управления }v{ ik=v  формируется
по следующему простому алгоритму:

kikuikkikk qthenqifiq /v~Tv0;31|,v~|max =>÷== .

ПАРАМЕТРИЧЕСКИЙ СИНТЕЗ
ДИСКРЕТНЫХ АЛГОРИТМОВ УПРАВЛЕНИЯ

Параметрический синтез дискретных алго�
ритмов фильтрации и широтно�импульсного уп�
равления слабо демпфированным спутником
(декремент колебаний конструкции КА

005.0=δ ) выполнен на основе тщательной ими�
тации движения его полной непрерывно�дискрет�
ной модели в среде Matlab. На рис. 2 представле�
ны компоненты вектора программной угловой
скорости КА при выполнении поворотного манев�
ра с одновременным наведением панелей СБ на
Солнце и полезной нагрузки – на Землю для ин�
тервала времени ]1200,0[],[ fi ≡∈ ttt с при следу�
ющих краевых условиях:

016431);0.49033629- 165327,0.43738057-
285153,0.68415660 5192627,(0.3165411)( i =tΛ 

 

941019);0.20252607- 048741;0.95957861-
479099,0.19121562 68828809,((0.040356)( f =tΛ 

0.00107}- 0.0028,- 0.00283,- {)( i =t ω  град/с; 

0.00417} , 0. , 0. {)( f =t ω  град/с; 

0.} 0., 0., {)( i =t ε  град/с 2 ; 

0.} 0., 0., {)( f =t ε  град/с 2 . 

Погрешности реализации такого поворотного
маневра КА по угловой скорости с физическим
запаздыванием 7.0Tzu =  с при формировании

широтно�импульсного управления тягой РД в со�
ставе ДУО приведены на рис. 3. Погрешности уг�
ловой стабилизации КА в ОСК при применении
разработанных дискретных алгоритмов фильтра�
ции и управления представлены на рис. 4 и рис. 5.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Представлены результаты анализа качества
стабилизации упругих слабо демпфированных
спутников при неполном дискретном измерении
состояния, многократной фильтрации  и широт�
но�импульсном управлении реактивными двига�
телями с физическим запаздыванием. Установле�
но, что даже при логарифмическом декременте

005.0≅δ  упругих колебаний панелей СБ син�
тезированные алгоритмы многократной фильтра�
ции и управления обеспечивают устойчивость и
приемлемое качество переходных процессов в
начальных режимах ориентации таких КА.

Работа поддержана РФФИ (проект 08�08�00512)
и Отделением энергетики, механики, машинострое�
ния и процессов управления РАН (программа 15)
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Рис. 3. Погрешности реализации ПМ КА по угловой скорости

Рис. 5. Погрешности стабилизации КА в ОСК по угловой скорости

Рис. 4. Погрешности угловой стабилизации КА в ОСК


