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ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Возможность применения тросовых систем
для операций в космосе широко обсуждается
[1,2], в том числе для доставки с орбиты полез�
ных грузов на Землю [3,4] и для мониторинга
Земли, с помощью опущенного на вертикальном
тросе средства наблюдения. В этих задачах весь�
ма важными являются вопросы, связанные с по�
ведением космического аппарата (КА) относи�
тельно собственного центра масс [5]. В статье
рассматривается движение вокруг центра масс
КА с тросом, развернутым по местной вертика�
ли, под действием гравитационного момента [6]
и момента от силы натяжения троса. В зависи�
мости от отношения моментов инерции КА, ха�
рактеристик троса и массы концевого груза мо�
гут наблюдаться неустойчивые положения рав�
новесия, а в силу действия  периодических
возмущений возникать хаотические явления,
приводящие к значительным эволюциям углово�
го положения КА. Целью настоящей работы яв�
ляется изучение влияния механических харак�
теристик троса и параметров КА на угловое по�
ведение аппарата методами хаотической
динамики [7].

УРАВНЕНИЕ ДВИЖЕНИЯ КА
С ТРОСОВОЙ СИСТЕМОЙ

Рассмотрим механическую систему (рис. 1),
состоящую из КА c центром масс в точке O , тро�
са 1 2PP  и привязной груз 2P . Будем считать, что

сила натяжения троса мала по сравнению с гра�
витационной силой, поэтому ее влияние будем
учитывать только при рассмотрении движение
КА вокруг центра масс. Трос будем представлять
как невесомый упругий стержень, длина которо�
го изменяется согласно закону Гука. Масса КА
существенно превышает массу концевого груза.
Центр масс КА движется по круговой орбите. В
плоскости орбиты введем систему координат

1 1Ox y , в которой ось 1Ox  совпадает с местной
вертикалью, и связанную со спутником систему
координат Oxyz , в которой плоскость Oxy
совпадает с плоскостью орбиты, ось Ox  направ�
лена по продольной оси КА. Запишем уравнения
движения КА относительно центра масс в про�
екции на ось Oz , перпендикулярную плоскости
движения Oxy  (на рис. 1 орбита показана штри�
ховой линией), в виде [5]:
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 Методами хаотической динамики исследовано движение на круговой орбите космического аппара�
та относительно центра масс с упругой тросовой системой, развернутой по вертикали. На космичес�
кий аппарат действует гравитационный момент и момент от силы натяжения троса.  Построены ге�
теро� и гомоклинические сепаратрисные орбиты. С помощью метода Мельникова исследовано хао�
тическое поведение космического аппарата в окрестности сепаратрис. Исследовано изменение
толщины хаотического слоя в зависимости от механических характеристик троса и параметров кос�
мического аппарата. Результаты работы могут быть полезны при исследовании поведения косми�
ческого аппарата относительно центра на орбите с развернутым тросом.
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Рис. 1. КА с тросовой системой
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33 ( )sin cos sin( ),C p B A Tα μ α α α ϕ−= − − − Δ −&& (1)

 где α – угол между продольной осью тела и ме�
стной вертикалью, ϕ – угол между линией дей�
ствия силы натяжения троса и местной вертика�
лью, , ,A B C – главные компоненты тензора
инерции тела в связанной системе координат
Oxyz , T – величина силы натяжения троса,

1OPΔ =  (рис. 1), μ  � гравитационная постоян�
ная, p � параметр орбиты, β α ϕ= − .

Движение концевого груза относительно КА
описывается следующими уравнениями в поляр�
ных координатах  [1]:

1 22 ( ) 3 sin cos 0,r rϕ ω ϕ ω ω ϕ ϕ−+ + + + =&& & && (2)

2 2 2 1( ) (3cos 1) 0,r r Tmϕ ω ω ϕ −⎡ ⎤− + + − + =⎣ ⎦&&& (3)

где 1/2 3/2pω ν μ −= =& , m � масса груза. Систе�
ма уравнений (2�3) имеет две пары стационар�
ных решений [1], одна из них отвечает устойчи�
вому (вертикальному)  расположению троса

0,ϕ π= ; 23T m rω= ,                    (4)
когда при 0ϕ =  груз движется ниже КА, а при
ϕ π= – выше КА.

 Трос будем представлять как невесомый уп�
ругий стержень, длина которого изменяется со�
гласно закону Гука:

1( 1)T E rl −= − ,                        (5)

где E – модуль упругости, l  – длина ненапря�
женного троса. Пусть груз движется строго по
местной вертикали  в окрестности положения
равновесия (4). Тогда уравнение (3) с учетом (5)
примет вид

2 1r r Em −+ Ω =&& .                      (6)
где 2 1 1 23 0Em l ω− −Ω = − >  (для материалов,
применяемых для космических тросовых систем
[1]). Равновесное положение груза определяет�
ся формулой

2 1
0 ( 3 )r E E m l lω −= − .

При начальных условиях: 0 0 00: ,t r r r V= = =& ,
решение уравнения (6) имеет вид

1
0 0 sinr r V t−= + Ω Ω ,              (7)

Для того чтобы трос находился в растянутом
положении, начальная скорость груза при про�
хождении положения равновесия не должно пре�
вышать следующего значения

( ) 1/22 1/2 3/ 2 2
0 3 3V m l E m lω ω

−
≤ − .

Сила натяжения троса согласно (5)  и (7) из�
меняется по гармоническому закону

0 sinmT T T t= + Ω ,                      (8)

где ( ) 12 2
0 3 3T m lE E m lω ω

−
= − ,

 ( ) 1/ 21/2 1/2 2
0 3mT V Em l E m lω

−−= − .

БИФУРКАЦИОННЫЙ АНАЛИЗ
И СЕПАРАТРИСНЫЕ РЕШЕНИЯ

Будем рассматривать движение КА относи�
тельно центра масс с развернутым по местной
вертикали тросом, тогда уравнение (1) с учетом
(8) примет вид

sin sin cos sin sina c tα α α α ε α= − − − Ω&& , (9)

где 0Ta
C
Δ

= , 3

3B Ac
C p

μ−
= , 

mT
C

ε Δ
= .          (10)

При малом положительном параметре ε ,
уравнение (9) можно к классу квазиконсерватив�
ных с малым периодическим внешним возбуж�
дением. Невозмущенное движение ( 0ε = ) отве�
чает условию (4) и описывается уравнением:

sin sin cosa cα α α α= − −&& .        (11)
В силу (10)  коэффициент 0a > всегда боль�

ше нуля,  а знак коэффициента c  зависит от со�
отношения моментов инерции A  и B . Положе�
ния равновесия невозмущенной системы (11)
определяются как корни уравнения

( )sin 1 cos 0α γ α+ = ,                (12)

где 1caγ −= . Из (12) следует, что два положе�
ния равновесия отвечают значениям: * 0,α π= ,
а третье положение равновесия: * (0, )α π∈  су�
ществует, при условии:

1γ > .                                   (13)

Если это условие не выполняется, то наблю�
дается только два положения равновесия, при�
чем центр всегда находится в точке * 0α = , а сед�
ло в точке � *α π= .

Очевидно, что для 1γ < −  точки * 0,α π=
являются седлами, а промежуточная точка

( )* 1arccosα γ −= ± −  –

центром (левая ветвь диаграммы на рис.2). Если
1γ > , то наблюдается обратная картина (правая

ветвь диаграммы на рис. 2). Отметим, что бифур�
кационная диаграмма (рис. 2) для отрицатель�
ных углов α получается зеркальным отображе�
нием относительно оси абсцисс. Гиперболичес�
кие точки существуют, когда выполняется
условие (13). В этом случае периодическое внеш�
нее возмущение sin sin tε α Ω  в возмущенной
системе (9) может стать причиной хаоса [6].

Для исследования поведения динамической
системы (9) в окрестности сепаратрис восполь�
зуемся методом Мельникова [7], который позво�
ляет найти толщину хаотического слоя и пере�
сечение устойчивых и неустойчивых многообра�
зий. Для применения метода Мельникова
требуется получить аналитические выражения
для сепаратисных орбит, другими словами, най�
ти решения уравнения невозмущенного движе�
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ния на сепаратрисах. Вид решений зависит от ве�
личины параметра 1caγ −=  и начальных условий
движения. Будем рассматривать два случая, оп�
ределяющих величину параметра γ .

Случай 1. Пусть параметр
1 1caγ −= > ,                         (14)

тогда седло

( )1arccosSα γ −= ± −  (15)

лежит между значениями 0 , π  (рис. 2), а в точках

0,Сα π= ± –                      (16)
имеются центры. Отметим, что центр Сα π= −
совпадает с центром Сα π= . При α π→ −  и
при α π→  скорости α&  совпадают, поэтому
можно утверждать, что фазовые траектории зам�
кнуты на цилиндрическом фазовом простран�
стве. Будем рассматривать эволюцию фазовых
траекторий на цилиндрическом пространстве
для [ , ]α π π∈ − . Выделим две области 0A  и 1A ,
разделенные двумя седлами 1s  и 1s−  (рис. 3). Не�
обходимо отметить, что область 1A  “разрезана”
по вертикали ,α π π= − . Из (15) следует, что сед�
ло 1s  принадлежит интервалу ( / 2, )Sα π π∈ и
при γ →∞  / 2Sα π→ .

Уравнение (11) имеет интеграл энергии

21 ( )
2

W Eα α+ =& ,                    (17)

где 2( ) cos cos
2
сW aα α α= − − – потенциальная

энергия, E – полная энергия.
Если полная энергия SE W> ,  где

( )S SW W α= , тогда система совершает вращение
в одной из внешних областей. Если SE W< , то в
зависимости от начальных условий наблюдают�
ся колебания в одной из внутренних областей.
При равенстве SE W=  движение происходит по

гетероклиническим траекториям, которые со�
единяют гиперболические точки 1s  и 1s− .

Сначала рассмотрим область 0A  (рис. 3).
Найдем решение уравнения (11) на сепаратри�
сах (гетероклинические траектории). Разде�
лим переменные в интеграле энергии (17), тог�
да получим

0 22[ ( ) cos cos ]
2S

dt
сW a

α

α

α

α α α
=

+ +
∫

,    (18)

где 
2

2( ) cos cos
2 2S S S
с aW a

c
α α α= − − = . Замены

переменных:

tan /2x α=  (19)
в интеграле (18) и последующее интегрирование
приводит к следующим гетероклиническим тра�
екториям [8]

 ( ) 2arctan tan tanh
2 2
S tt

α λα±
⎛ ⎞= ± ⎜ ⎟
⎝ ⎠

,

 
sin( ) ( )

cosh cos
S

S

t
t

λ ασ α
λ α± ±= = ±
+

&  ,   (20)

где ( )1/22 2 1/2c a cλ −= − – действительное число
при выполнении условия (14).

Для области 1A  гетероклинические траекто�
рии имеют аналогичный вид [8]

( ) 2arctan cot tanh
2 2
S tt α λα π±

⎛ ⎞= ± ⎜ ⎟
⎝ ⎠

,

sin( ) ( )
cosh cos

S

S

t
t

λ ασ α
λ α± ±= =
−

& . (21)

Рис. 3. Потенциальная энергия
и фазовый портрет при 1a = , 4c =

Рис. 2. Бифуркационная диаграмма
невозмущенной системы (11)
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Случай 2. Пусть параметр
1 1caγ −= < − ,                      (22)

тогда центр

( )1arccosCα γ −= ± −  (23)

лежит между значениями 0 , π  (рис. 2), а в сед�
ло находится в точке

0Sα = .
В данной работе гиперболические точки

Sα π= ±  ( 1 1caγ −= = − ) не рассматриваются.
В этом случае имеем две гомоклинические

траектории, которые расположены справа и сле�
ва от гиперболической точки 0Sα =  (рис. 4).
Ввиду симметрии орбит будем рассматривать
только правую гомоклиническую траекторию.
Выполняя вычисления, аналогичные (17)�(19),
получим следующие сепаратрисные решения

( ) 2arctan
cosh
dt
t

α
λ±

⎛ ⎞= ± ⎜ ⎟
⎝ ⎠

,

2 2

2 sinh( ) ( )
(cosh )

d tt
t d

λ λσ α
λ± ±= =

+
& m  ,        (24)

где ( )1/2a cλ = − − , ( )1/2 1/2d a c a−= − − � действи�
тельные числа при выполнении условия (22).

ФУНКЦИЯ МЕЛЬНИКОВА

Толщина хаотического слоя характеризует�
ся функцией Мельникова [7], которая для воз�
мущенной системы (9) имеет вид

0 0( ) [sin sin( )]M t t t dtε σ α
∞±

± ±−∞
= − Ω +Ω =∫

0cos sin sint tdtε σ α
∞

± ±−∞
= − Ω Ω∫ ,           (25)

где ( ), ( )t tα σ± ±  решения для гомо/гетероклини�
ческих орбит (20), (21) или (24). Интеграл из (25)

sin sinI tdtσ α
∞

± ±−∞
= − Ω∫ . (26)

Определяет амплитуду изменения толщины
хаотического слоя. Найдем его абсолютную ве�
личину для трех орбит:

� двух гетероклинических (20) и  (21),
� одной гомоклинической (24).
 Подставим решения  (20), (21) и (24) в ин�

теграл (26) и приведем полученные выражения
к безразмерному времени, соответственно:

2 1
0 1 1 12

1

sinhsin sin
(cosh cos )S

S

I dτα τ τ
τ α

∞

−∞
= Ω

+∫ , (27)

2 1
1 1 1 12

1

sinhsin sin
(cosh cos )S

S

I dτα τ τ
τ α

∞

−∞
= Ω

−∫ , (28)

2 2
2 2 2 2 22 2 2

2 2

s inh 22 s in
(co sh )

I x d
x

τ τ τ
τ

∞

−∞
= Ω

+∫ , (29)

где 1 1tτ λ= , 2 2tτ λ= – безразмерное время,
 1

1 1λ
−Ω = Ω , 1

2 2λ
−Ω = Ω – безразмерные

частоты упругих колебаний троса.
Отметим, что как следует из (10) частоты

( )1/22 2 1/2
1 c a cλ −= −  and ( )1/ 2

2 a cλ = − −

зависят от параметров тросовой системы и вели�
чин моментов инерции КА. Зависимости макси�
мальной толщины хаотического слоя (27), (28) и
(29) для гомо/гетероклинических орбит (20), (21)
и (24) от безразмерных частот возмущающей силы

1
1 1λ

−Ω = Ω и 1
2 2λ

−Ω = Ω  показаны на рис. 5.
Численные вычисления интегралов (27)�(29)

показывают, что при 1 2, 6Ω Ω > толщина хаоти�
ческого слоя стремится к нулю (рис.5) и  возму�
щенная система (9) совершает регулярные дви�
жения без гомо/гетероклинических пересече�

Рис. 4. Потенциальная энергия
и фазовый портрет при 1a = , 4c = −

Рис. 5. Зависимости максимальной толщины
хаотического слоя (27), (28) и (29)

от безразмерных частот возмущающей силы
1

1 1λ
−Ω = Ω и 1

2 2λ
−Ω = Ω



266

Известия Самарского научного центра Российской академии наук, т. 12, №4, 2010

ний. Это означает, что при 1 2, 6Ω Ω >  возмущаю�
щая сила sin sin tε α Ω , связанная с упругими ко�
лебания троса, не оказывает влияние по поведе�
ние КА относительно центра масс.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе сделана попытка описания переход�
ных хаотических процессов в случае движения
КА с упругим тросом с помощью метода Мель�
никова. Установлены границы хаоса, которые
позволяют механические характеристики тросо�
вой системы и параметры КА, гарантирующие
регулярные движения КА вокруг центра масс.

Работа выполнена при поддержке Российского
фонда фундаментальных исследований (09�01�00384).
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The motion about a centre of mass of a spacecraft with a vertical elastic tethered system under the action of
the gravitational moment and small periodic tethered force at a circular orbit is studied. The mathematical
model is derived using Lagrange’s equations including tether vibrations and oscillations of the spacecraft
relatively of the proper mass center. The paper contains bifurcation analysis, phase space study, and analytic
solutions for separatrixes. The considered mechanical system performs chaotic motion near separatrixes
under the influence of small disturbances. The Melnikov method gives a criterion for homo/heteroclinic
chaos in terms of system parameters. Results of the study can be useful for the analysis of gravitational
stabilization systems with space tethers and for studying the behavior of a spacecraft with a deployed tether.
Key words: spacecraft, tethered system, Melnikov method, the analytical solution, chaos.


