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В настоящее время тяговые электродвигате�
ли (ТЭД) играют ведущую роль в развитии со�
временного электрического транспорта, надеж�
ность работы которых зависит от безотказности
функционирования их щеточно�коллекторного
узла (ЩКУ). Контроль качества работы этого
узла является актуальной задачей. Для контро�
ля параметров ЩКУ была разработана инфор�
мационно – измерительная система (ИИС) ко�
торая осуществляет измерение следующих пара�
метров: нажатие щетки на коллектор, профиль
коллектора и его эксцентриситет, выступание
пластин, в которой используются магнитоани�
зотропные ключевые элементы (МКЛ) [1,2,3].

На рис. 1 представлена конструкция магни�
тоанизотропного ключевого элемента на стан�
дартных кольцевых элементах из магнитомягко�
го феррита. МКЛ содержит управляемые 8 и
компенсационные 9 магнитопроводы с обмотка�
ми 14 соединенными последовательно – соглас�
но,  параллельно которым включены конденса�
торы 13, 15, выходными обмотками 11, включен�
ными попарно последовательно – встречно,
образуя коммутационные каналы, и обмотками
импульсного управления 12, 16 на управляемых
магнитопроводах 8. При этом магнитопроводы
соединены с регулирующим узлом через нажим�
ной пластинчатый элемент, состоящим из регу�

лировочного винта 1, нажимных пластин 4, 5 и
пружины 2. Нажимной элемент выполнен в виде
набора сепараторов 7 с выступами, входящими
в пазы 10 корпуса 3 для исключения продольно�
го смещения, стальных шариков 6, которые по�
мещены между магнитопроводами 8, 9.

Пластина 4 через пружину 2 связана с регу�
лировочным винтом 1, устанавливающим её сжа�
тие и определяющим величины усилия через
шарики 6 на магнитопроводы 8, 9 и корпус 3. Под
действием усилия  в магнитопроводах возника�
ют внутренние механические напряжения, кото�
рые фиксируют магнитные домены в определён�
ном направлении и приводят магнитопроводы в
начальное магнитное состояние, определяющее
выключенное состояние ключа. При подаче на�
пряжения на обмотку управления домены управ�
ляемых магнитопроводов меняют свое направ�
ление и остаются фиксированными с помощью
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Рис. 1. Магнитоанизотропный ключевой
 элемент системы контроля ТЭД
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усилий, определяя включенное состояние. Вык�
люченное состояние определяется подачей об�
ратного напряжения на обмотку управления или
его снятием [3].

Математическая модель МКЛ описывается
уравнениями теории электромагнитного поля,
ферромагнетизма и упругости. Решение этой
модели в трехмерном пространстве связано с
непреодолимыми трудностями. Поэтому задача
реализации модели была сведена к двумерной.
При этом управляемый магнитопровод заменя�
ется эквивалентной пластиной в электромагнит�
ном поле при силовом воздействии на нее, и вво�
дятся следующие допущения [1].

1. Магнитные индукции внешних электро�
магнитных полей, в которых находится пласти�
на, изменяются по синусоидальному закону;

2. Магнитные поля возбуждения и управле�
ния равномерны и имеют только нормальную
составляющую магнитной индукции zÓz BB + ;

3. Комплексная магнитная проницаемость
σμ  напряженной магнитоанизотропной струк�

туры (НМАС) пластины зависит от значений
механических напряжений у силы P, )(Pf=σμ ;

4. Плотность токов )(),( yÓyxÓx δδδδ ++ по

толщине с пластины не изменяется, что имеет
место при с/(2Δ)≤0,5, где Δ – эквивалентная глу�
бина проникновения электромагнитного поля в
пластину;

5. Тангенциальные составляющие напряжен�
ностей электрического поля )( aÓa EE + и

)( bÓb EE +  на гранях пластины постоянны;
6. Поля выпучивания, идущие в обход плас�

тины, относятся к полям рассеивания;
7. Механическая сила P (напряжение у ) на�

правлена к магнитному полю )( zÓz BB +  в од�
ной нормальной к пластине плоскости;

8. Среда пластины анизотропна.
Физическая модель на рис. 2, с учетом при�

нятых допущений в двухмерном пространстве
при одновременном воздействии силового поля
и полей возбуждения и управления описывает�

ся следующими дифференциальными уравнени�
ями в декартовых координатах [1, 2]:
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где γ
x
, γ

y
, – электрические проводимости НМАС

по соответствующим координатам x, y;
Е

x
, Е

у
, Е

xУ
, Е

уУ
 – напряженности электричес�

ких полей от обмоток возбуждения и управ�
ления соответственно по осям x, y; Н

z
, Н

zУ
  –

напряженности магнитных полей от обмоток
возбуждения и управления соответственно  по
оси z; В

z
, B

zУ
 – магнитные индукции обмоток

от возбуждения и управления соответствен�
но; ω=ω

У
 – круговые частоты полей возбуж�

дения и управления; σ
z, – нормальные меха�

нические напряжения в НМАС; 
zσ

μ � магнит�
ная проницаемость от механических
напряжений σ; ν – перемещение точки струк�
туры по оси z.

Граничные условия при этом имеют вид:
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Рис. 2. Модель управляемого МКЛ при сжатии 
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где a и b – размеры пластины; t – время срабаты�
вания магнитоанизотропного ключевого элемен�
та; t

1
, t

2
 – время включения и выключения маг�

нитоанизотропного ключевого элемента (рис. 4)
Решение уравнения ферромагнетизма (4) в ли�

тературе известно и его решение имеет вид [1, 2]:

σσσ μμμμμμμμ Δ=Δ+−Δ+Δ−=− нУнУk , (9)
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xУyУyx χχχχ ,,, – постоянные распростране�

ния электромагнитной волны в материал НМАС
от силового поля, обмотки возбуждения и обмот�

ки управления; yУxУyx ΔΔΔΔ ,,, – эквивалент�

ные глубины проникновения электромагнитно�
го поля в материал НМАС от силового поля, об�
мотки возбуждения и обмотки управления;

ψ=π/4-β/2 – фазовый угол между индуктиро�
ванной ЭДС и вихревым током; β – угол магнит�
ных потерь.

Поскольку постоянные (11) есть величины
комплексные, то решение уравнения (10) ищет�
ся в комплексном виде через круговые и гипер�
болические функции [1]

( )( )
( )( )⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+=+

+=+

pxyBchxyHH

qyxAchyxHH

yУyzУz

xУxzУz

cos)(,)(

cos)(,)(

χχ

χχ
; (12)

Из условий (7) � (9) определяются постоян�
ные А и В, которые подставляются в выражения
(1.12), преобразуя их к виду
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Третьи условия из (7) � (9) удовлетворяются
при qb=pa=рn/2.

( )( )( )

( )( )( ) ∑

∑
∞

=

∞

=

+
+=+

+
+=+

1

1

)(2
cos)(,

)(2
cos)(,

i У
nУnzУz

n У
nУnzУz

x
aa
naaxbHH

y
bb
nbbyaHH

π

π

;(14)

где a
n
, a

nУ
 и b

n
, b

nУ
 коэффициенты Фурье (n=1, 3, 5…),
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Из выражений (12) � (15) окончательно на�
ходятся значения
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и тогда уравнение (10) принимает вид
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а уравнения (2), (3)принимают вид для плотно�
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aB , bB , aУB , bУB  – комплексы действу�

ющих индукций в НМАС от обмотки воз�
буждения и от обмотки управления, равно�
мерно распределенных на эквивалентных
глубинах a

B
 и b

B
, которые позволяют найти

участки l
э
 и t

э
 эквивалентного контура L

э

вихревых токов.
В эквивалентном контуре НМАС действует ЭДС

УЭЭЭ += ,                          (21)

где ( ) ФjlEtEЭ эbэa ω−=+= 2  – ЭДС от об�

мотки возбуждения;

( ) УэbУэaУУ ФjlEtEЭ ω−=+= 2  – ЭДС от

обмотки управления.

Единичные функции (20), представляющие
граничные условия, существенного влияния на
результаты анализа не оказывают [2] и могут
быть положены 1)()( == yx nn ϕϕ .

Вихревые токи в эквивалентном контуре
)(2 ÝÝÝ ltL +=  НМАС находятся путем интег�

рирования выражений (18):
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Сопротивления НМАС вихревым токам оп�

ределяются с учетом выражений (19), (21), (22):

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
b

a

j

EУE

э
lBУlBllBУlB

j

EУE

э
tBУtBttBУtB

e
bbc

tIIЭZZ

e
aac

tIIЭZZ

ψ

ψ

ρ

ρ

+
=+=+

+
=+=+

/

/

;

 (23)
полное сопротивление вихревому току запишет�
ся как сумма выражений (23)

( ) ( ) ( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

+
+

=+ ba j

EУE

эj

EУE

э
BУB e

bbc
le

aac
tZZ ψψρ2 ;

 (24)
где с – удельное электрическое сопротивление
НМАС МКЛ; t

э
, l

э
 – стороны эквивалентного кон�

тура вихревых токов; a
Е
, b

Е
, a

ЕУ
, b

ЕУ
 – эквивалент�

ные глубины проникновения электрического
поля в НМАС от силового поля и обмоток воз�
буждения и управления, соответственно; с –
средняя длина пути магнитного потока,

ψa, ψb, ψaУ, ψbУ   – углы сдвига между вихре�
вым током и ЭДС по соответствующим направ�
лениям эквивалентного контура НМАС от обмо�
ток возбуждения и управления, соответственно.

Эквивалентные глубины проникновения
электрического поля в НМАС определяются с
учетом выражений (11)

( ) ( )
21

21

cos
cos

KchK
KchK

k
nbbaa EУEEУE +

−
=+=+ ;(25)

где

 )(/ УaaK μμωγ σ +=Δ= ;

 ( )2/4/cos1 βπ −= KK ; (26)

)2/4/sin(2 βπ −= KK ;

ψγψγργ sincos/1 j−== ; (27)

( )
216

arcsin
B

HB ícm

π
μμβ σ−

=  – угол магнит�

ных потерь[1; 2],
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B
m
 – магнитная индукция; H

c
 – коэрцитив�

ная сила.
Углы сдвига между вихревым током и ЭДС.

2
2

1
2

2112

2
2

1
2

2211

sin
sinsinsin

sin
sincoscos

kkshk
KKshKK
KKshK
KKshKK

ba

ba

+

+
==

+

+
==

ψψ

ψψ

; (28)

Сопротивления НМАС магнитопровода на�
магничивающему току от силового поля и обмо�

ток возбуждения и управления HcIФ =  по со�

ответствующим направлениям эквивалентного
контура определяются с учетом выражений (19)
и (21)

( )

( )
с

ebtZZ

с
eatZZ

B

a

j
УBЭ

lФФlФ

j
УBЭ

tФФtФ

α
σ

α
σ

μμω

μμω

)(

)(

+
=+

+
=+

,     (29)

а полное сопротивление НМАС магнитопрово�
да намагничивающему току от силового поля,
обмоток возбуждения и управления запишется
как сумма выражений (29)

( ) ( ) ( ) ( )( )Ba j
BУBэ

j
BУBэ

У
ФУФ ebbleaat

с
ZZ αασ μμω

+++
+

=+ 2 ;(30)

где a
b
, b

b
, a

bУ
, b

bУ
 – эквивалентные глубины про�

никновения магнитного поля в НМАС от обмот�
ки возбуждения и обмотки управления; μ

у
, μ

У
 –

магнитные проницаемости пластины от механи�
ческого усилия и поля управления; α

a
, α

b
, α

aУ
, α

bУ

– углы сдвига между намагничивающим током
и магнитным потоком по соответствующим на�
правлениям эквивалентного контура от силово�
го поля и обмоток возбуждения и управления
соответственно.

Эквивалентные глубины проникновения
магнитного поля определяются с учетом выра�
жений (11)

( ) ( )
21

21

cos
cos

KchK
KchK

k
nbbaa BУBBУB +

−
=+=+ ;(31)

где К, К
1
 и К

2
 – определяются по (25) � (27)

αμμαμμμμ σσσ sin)(cos)()( УУУ j +−+=+ .

Углы сдвига между намагничивающим током
и магнитным потоком

2
2

1
2

2112

2
2

1
2

2211

2sin2
2sin2sinsin

2sin2
2sin2coscos

kkshk
KKKshK
KKshK
KKKshK

Ba

Ba

+

+
==

+

+
==

αα

αα

; (32)

При отсутствии поверхностного эффекта,

что имеет место при 5,0)( ≤+= γμμω σ УaK ,

эквивалентные глубины проникновения электри�

ческого и магнитного полей равны bbb BУB =+ )( ;

aaa BУB =+ )( ,  )(5,0)()( BУBEУEEУE aaaabb +=+=+ ,  а

магнитная индукция распределяется равномер�

но по сечению элемента aaaBB BУBc /)( += [1].

При этом можно пренебречь составляющими,
пропорциональным круговым функциям в вы�
ражениях (1.28) (1.32). Тогда

)2/cos(/sincos
)2/4/sin(/sincos

1

2

ψπψα
βπαψ

−===
−===

KK
KK

;  (33)

С учетом изложенного, сопротивление вих�
ревому току (25) НМАС магнитопровода, при�
веденное к виткам соответствующей обмотки,
приобретает вид:

( ) ψρ j
п

EУE

э
bУb ek

aac
LZZ 2

)( +
=+ ;      (34)

где ltLэ +=  – длина эквивалентного контура

вихревых токов; t=2b, l=2a – ширина и толщина
пластины; k

п
 –w/w

У
 коэффициент приведения

сопротивления управляемого элемента к соот�
ветствующей обмотке w.

Активная и индуктивная составляющие
сопротивления вихревому току равны

( ) ( )
( ) ( ) ψ

ψ
sin

cos

BУBBУB

BУBBУB

ZZxx
ZZrr
+=+

+=+
;         (35)

( ) ( ) ( ) α
σ μμω j

пУ
эУэ

ФУФ ek
c
SSZZ 2+

+
=+ ; (36)

где ( ) ( ) ( ) tlaaLSSSS BУBэУэУэ =+=+=+  при

отсутствии поверхностного эффекта. Активная
и индуктивная составляющая Z

Ф
.

( ) ( )
( ) ( ) α

α
cos

sin

ФУФФУФ

ФУФФУФ

ZZxx
ZZrr
+=+

+=+
;         (37)

ЭДС эквивалентного контура, приведенная
к первичным виткам

1wSBЭ эcω= ;                         (38)

Так как сопротивления вихревым и намагни�
чивающим токам расположены параллельно
друг другу, то комплекс полного результирующе�
го сопротивления НМАС магнитопровода опре�
деляется [1]:

( ) ( )( )
( ) ( )( )ФУФbУb

ФУФbУb
pУp ZZZZ

ZZZZ
ZZ

+++

++
=+ , (39)
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По аналогии определяются активная и реак�

тивная составляющие ( )pУp ZZ + .

При отсутствии поверхностного эффекта
(К≤0,5), что имеет место для НМАС из магнито�
мягкого феррита, глубины проникновения поля
управляемого элемента и его сопротивление вих�
ревому току от обмотки возбуждения и обмотки
управления Z

b
 и Z

bУ
 практически не зависят от

механических напряжений у силы P. Сопротив�
ление же намагничивающему току Z

Ф
 и Z

ФУ
 из�

меняется при действии напряжений у и выраже�
ние (36), в зависимости от бокового сжатия
НМАС кольцевого магнитопровода с учетом
выражений (9) приобретает соответствующий
вид [1, 2]:

( ) ( ) αμ
π

μαλμω j
пУ

нss
н

эУэ
ФУФ ek

ltB
P

с
SSZZ 2

222

225,2
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−

+
=+ ;(40)

По найденным значениям Z
р
 находится на�

пряженность магнитного поля 
lZ
wUH
p

11=  и да�

лее по кривой намагничивания )(HfB =  нахо�
дится B и начальная магнитная проницаемость

HBí /=μ , где U
1
 – напряжение питания пре�

образователя.
Для магнитной цепи конструкции МКЛ на

рис. 2 составляется схема замещения, которая
представлена на рис. 3.

Для схемы замещения по 2�му закону Кирх�
гофа составляется система уравнений[1]

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=−−

+=−+

0
1

zkУ

УУckУ

UUU

KUUUUU
,          (41)

где zckУ UUUU ,,,  – соответствующие напряже�

ния на обмотках управляемого и компенсацион�
ного элемента, контурном конденсаторе С и на�

грузке Z; 1U  – напряжение питания преобразо�

вателя; УK  – коэффициент трансформации об�

мотки управления.
После перехода к магнитным индукциям си�

стема уравнений (41) принимает вид:

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=−−

+=−+

0
1

zkУ

УckУ

BBB

BBBBB
,             (42)

где kУ BB ,  – магнитные индукции в сердечни�

ках управляемого и компенсационного элемен�

та; cB  – магнитная индукция в сердечниках эле�

ментов за счет напряжения на конденсаторе; 1B
– магнитная индукция в сердечниках элементов
за счет напряжения питания 1U ; zB  – магнит�
ная индукция в сердечниках элементов за счет
напряжения на нагрузке.

Выражения для магнитных индукций запи�
шем в виде

( ) УУ ННB μ21 += ; ( ) кк ННB μ21 −=  

1

1
1 Sw

U
B

ω
= ; 22

1

1

2
SCw
cH

Bc ω
= ; 

1Sw

KU
B УУ
У ω
= ,  (43)

где 1Í  – напряженность магнитного поля, со�

здаваемая в сердечниках управляемого и ком�
пенсационного элемента за счет протекания тока

в первичной цепи преобразователя; 2Í  – на�

пряженность магнитного поля, создаваемая в
сердечниках элементов за счет протекания тока
во вторичной (измерительной) цепи преобразо�

вателя; УН  – напряженность магнитного поля,

создаваемая обмоткой управления; Уμ и kμ  –

комплексные магнитные проницаемости управ�
ляемого и компенсационного элемента[1]; w

1
 и

w
2
 – число витков обмоток возбуждения и изме�

рительной; S – сечение магнитопроводов сило�
измерительных элементов; K

У
 – коэффициент

трансформации обмоток w
1
 и w

У
.

После подстановки (43) в систему уравнений
(42) она преобразуется к виду:

( )

( )

⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+Δ+++

+−Δ++

+=−Δ+++

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+Δ++

0)(

)(

)(

2)(

2
2

2

1

11

1
2

2
1

21

Sw
cZHH

HH
Sw
KU

Sw
UHH

SCw
cHH

н
kУУУ

kУУУ

УУ
kУУУ

kУУУ

ω
μμμ

μμμ
ωω

μμμ

ω
μμμ

;(44)

Рис. 3. Схема замещения
магнитоанизотропного ключа
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Решением системы уравнений (42) находит�
ся напряженность магнитного поля 2H :

( )( )
2

2
11

2 2c
KCwKUUH TkУУУУ ωμμμ −Δ++

= ;(45)

где 
1

2

w
wKT =  – коэффициент трансформации

обмоток w
2
 и w

1
.

Выходное напряжение, снимаемое с Z
н
, запи�

сывается выражением

ííí Z
w
cHZIU

2

2
2 == ,                   (46)

которое после подстановки в него выражения
(1.45) приобретает вид:

( )( )
н

kУУУУ
н Z

c
CwKUUU

2
11 ωμμμ −Δ++

= ;(47)

На выходе обмоток 11 появляется макси�
мальный сигнал, который на Z

н
 определяется

выражением (47) с учетом выражений (9) и име�
ет вид:

н
нssУУ

н Z
lctB

PwKUUU 222
11 )(125,1

π
ωμαλ+

= ,  (48)

Из выражения (47) видно, что для перевода
ключевого элемента во включенное состояние
необходимо, чтобы уμ μΔ ≥ Δ . Это условие по�
зволяет определить величину напряжения, при�
ложенного к обмотке управления:

УУУзУ SwHКU ωμ 2Δ= ,                 (49)

где ω
у
 – круговая частота управляющего напря�

жения; w
у
 – число витков обмотки управления;

К
з
=1,3 – коэффициент запаса, обеспечивающий

надежное срабатывание ключа.
При выключении МКЛ U

У
=0 все вышепри�

веденные выражения упрощаются и параметры
связанные с этой обмоткой становятся равными
нулю, фиксируя выключенное состояние.

Изменение магнитного поля ΔН под действи�
ем напряжения на обмотке управления U

У
 нахо�

дится из выражения (49), которое после подста�
новки в него выражения (9) принимает вид:

УУзнsУ

Уs

SwPKC
lUtBHJV
ωμβαλ

π
β 22

222

'
2 89,02
=

Δ
= .  (50)

Скорость смещения доменных границ опре�
деляется с учетом (1.50) выражением [1]

У

УУзнss
ср lUtB

SwPKC
V
сt 222

22

89,0 π
ωμαλ

=
Δ

= ;       (51)

где Ap
2

0
' 2/2 υγλπμβ =  – коэффициент затуха�

ния движения границ доменов [1]; pλ – релакса�
ционная частота; γ – плотность граничной энер�
гии; υ – магнитомеханическое отношение; А –
обменный параметр; 0μ – магнитная постоянная.

Время срабатывания ключа определяется
временем установки доменов под действием маг�
нитного поля 2HΔ , т.е. временем удлинения маг�
нитопровода ключа cΔ  под действием 2HΔ  и
определяется с учетом (51) выражением:

У

УУзнss
ср lUtB

SwPKC
V
сt 222

22

89,0 π
ωμαλ

=
Δ

= ;          (52)

Исходя из равенства потерь в магнитопроводе
и обмотках ключа можно приближенно определить
максимальную коммутируемую мощность:

G
SQfBQ as

k δ5,1
10122

max. = ;                    (53)

где f – частота; B
s
 – индукция насыщения магни�

топровода; Q
a
 – потери в магнитопроводе; S –

сечение магнитопровода; G – вес магнитопрово�
да; δ – плотность тока в обмотке.

Разработанная методика была использована
для расчета МКЛ на ферритовых кольцах
10 6 4,5 мм марки 2000 НМ1 при следующих
исходных данных: U

1
=4,5 B; f=f

У
=40 кГц; U

У
=0,8

В; P
max

=50 Н; w
1
=w

У
=50; w

2
=100; С=50 пФ.

В результате расчета получено: м
н
=39,4·10�4 Гн/м;

Δм
у
= Δм

У
=15,4·10�4 Гн/м; Z

b
=2,88·106 Ом; Z

Ф
=882 Ом;

Z
p
=882 Ом; Q

k.max
=1,1 Вт; t

ср
=1,75·10�9 с.

Используя выражение (48) для данного
МКЛ построена расчетная выходная статическая

характеристика )( Ун UfU = , которая представ�

лена на рис. 4 совместно с экспериментальной
зависимостью.

Рис. 4. Выходная статическая характеристика МКЛ )( УUfU =
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Параметры включения и выключения на
рис. 4 отличаются друг от друга вследствие
внутренней вязкости феррита, т. е. наличия
гистерезиса.

В результате теоретических и экспери�
ментальных исследований установлено, что
сходимость выходных характеристик не
превышает 5%.
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The magneto�anisotropic key element and its mathematical model are studied in the two�dimensional space.
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