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В статье на основе анализа математической модели динамики вращающейся на опорах оболочки 
типа Кирхгофа-Лява с растяжимой срединной поверхностью приведено доказательство свойств 
прецессионного движения возбужденных стоячих волн. Показано, что скорость прецессии может 
быть равна скорости вращения оболочки на опорах, что необходимо учитывать  при математиче-
ском  моделировании ее поведения.  
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В машиностроении одним из современ-

ных способов обработки с целью исправления 
формы крупногабаритных (диаметром до не-
скольких метров) оболочек, колец является 
использование безрамной технологии. При ее 
использовании тело ставят на два опорных ро-
лика в вертикальной плоскости, приводят их 
во вращение и обрабатывают приставным ста-
ночным модулем. Вследствие конечных харак-
теристик жесткости обрабатываемого тела при 
действии сил резания, возмущающих факторов 
возникают его колебания, влияющие на точ-
ность формообразования, что необходимо учи-
тывать при выборе режимов обработки. Осу-
ществить это можно с помощью математиче-
ского моделирования данного процесса. При 
математическом моделировании поведения 
вращающихся на опорах кольце, оболочке не-
обходимо учитывать прецессию возбужденной 
действием внешних сил стоячей волны. В ра-
боте [1] приведено доказательство, что во вра-
щающемся на опорах кольце, уравнения для 
которого получены на основе гипотезы растя-
жимости средней линии, стоячие волны могут 
прецессировать с угловой скоростью вращения 
кольца. В данной статье приведено доказа-
тельство, что в оболочке, уравнения для кото-
рой получены на основе гипотез Кирхгофа-
Лява с учетом растяжимости срединной по-
верхности прецессия стоячей волны также мо-
жет происходить с угловой скоростью враще-
ния оболочки. 
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Получим уравнения, описывающие по-
ведение оболочки. Для этого зададим декарто-
ву систему координат X1, У1, Z1. Ось О1У1 явля-
ется осью вращающейся оболочки. Для зада-
ния положения точек отсчетной поверхности 
оболочки, в качестве которой используем сре-
динную поверхность, зададим цилиндриче-
скую  систему координат θ, r, У, где θ – угол, 
задающий положение точки на отсчётной по-
верхности относительно вертикали в началь-
ный момент времени, r – радиус оболочки, У – 
линейная координата вдоль оси оболочки, сов-
падающая с осью У1. Начало системы коорди-
нат находится в центре оболочки. Длина ее a, 
толщина h. Перемещения  точек отсчетной по-
верхности оболочки в процессе деформации в 
направлении радиуса r, координаты У и каса-
тельной к поверхности оболочки обозначим 
соответственно U0(θ), W(θ), V(θ). Кроме ли-
нейных перемещений U0, W, V точек отсчётной 
поверхности деформированной оболочки зада-
дим угловой поворот γ(θ) образующей оболоч-
ки в плоскости, проходящей через радиус r и 
ось У. Такое задание деформации позволяет 
учесть различные перемещения точек оболоч-
ки при изменении координаты У,  а так же на-
личие опор. В этом случае радиальное пере-
мещение U точки отсчётной поверхности, за-
данной координатами θ и У, имеет вид 
 

( ) ( )0,U У U У( )θ = θ + γ θ .  (1) 
 

Величины линейных перемещений точек 
отсчетной поверхности оболочки и угловой 
поворот образующей зададим в виде рядов 
Фурье 
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Здесь: , , , ,  , , 0a uia uib via vib wia wib iaγ , ibγ  – 
обобщенные координаты – неизвестные функ-
ции времени t, которые надо определить, за-
дают амплитуду колебаний; uiϕ , wiϕ , iγϕ  - не-
известные функции времени, задающие пре-
цессию стоячих волн, подлежащие определе-
нию; N – число учитываемых слагаемых ряда 
Фурье.  

Примем, что оболочка касается опорных 
роликов по всей длине своих образующих, т.е. 
опорные ролики выставлены без ошибок. То-
гда условиями, накладываемыми на обобщен-
ные координаты оболочки, является равенство 
нулю радиальных перемещений U в точках 
опор, равенство нулю перемещений V в точках 
опор, а также равенство нулю перемещений 
оболочки W в направлении оси У в точках 
опор. Так как оболочка вращается, то коорди-
наты θ точек оболочки, в связанной с ней сис-
теме координат, находящихся на опорах, опре-
деляем зависимостями π – α – Ωt для одной 
опоры и π + α – Ωt для второй. Здесь Ω -  угло-
вая скорость вращения оболочки; 2α – угол 
между опорами. Таким образом, в точках опор 
имеем условия связи 

 
( , ) 0,U t Уπ α− −Ω = ( , ) 0,У   U tπ α+ −Ω =

0,
 

( )V tπ α− −Ω =     (6) 
( ) 0,V tπ α+ −Ω = ( ) 0, W tπ α− −Ω =

0.
 

( )W tπ α+ −Ω =    (7) 
 

Выполнение этих условий для любого 
значения времени t, для любого значения ко-
ординаты У для перемещения U, а также для 
перемещений V, W дает восемь условий связи 
на обобщенные координаты, описывающие 
динамику оболочки, и, соответственно, восемь 
неопределенных множителей Лагранжа, ис-
пользуемых для учета условий связи при 

получении дифференциальных уравнений с 
помощью формализма Лагранжа. Для этого 
кинетическую энергию оболочки определяем 
по формуле [2]: 
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где μ0=rρ0h; ρ0 – удельная плотность материала 
оболочки, а потенциальную в соответствии с 
гипотезами Кирхгофа-Лява [3]: 
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где σθ, σу – напряжения по координатам θ, У 
соответственно; σθу – напряжение в плоскости 
θУ; εθ, εу – деформации по осям θ, У соответст-
венно; εθу – сдвиг в плоскости θУ. 

В полученных зависимостях фигуриру-
ют неизвестные функции )(tuiϕ , ( )vi tϕ , )(tiγϕ , 

)(twiϕ , задающие прецессионное движения 
стоячих волн в оболочке. От вида этих функ-
ций зависит решение дифференциальных 
уравнений, описывающих поведение вращаю-
щейся оболочки на опорах. Для выяснения ха-
рактера прецессионного движения стоячих 
волн докажем следующее утверждение: при 
возникновении периодических колебаний во 
вращающейся с постоянной угловой скоро-
стью на двух параллельных опорах оболочке с 
растяжимой срединной поверхностью прецес-
сия волн ( )tujϕ , ( )vi tϕ , ( )tjγϕ , ( )twjϕ  
(j=1,2,…,N) может происходить с угловой ско-
ростью вращения оболочки.  

Доказательство. Для получения зависи-
мостей, описывающих изменение этих функ-
ций в соответствии с законами механики, бу-
дем рассматривать их как ещё одни координа-
ты, меняющиеся во времени, задающие пове-
дение системы. Тогда в соответствии с вариа-
ционными принципами механики в реальном 
движении будут реализовываться такие функ-
ции ( )tujϕ , ( )vi tϕ , ( )tjγϕ , ( )twjϕ  (j=1,2,…,N), 
что действие по Гамильтону будет иметь экс-
тремум. Поведение их описывается дифферен-
циальными уравнениями. Для получения их мож-
но воспользоваться вариационным принципом 
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 Гамильтона, но с точки зрения объема требуе-
мых выкладок более рациональным является 
использование уравнения Лагранжа второго 
рода. Таким образом, нахождение закона пре-
цессии стоячих волн в оболочке сводиться к 
нахождению дифференциальных уравнений 
для функций, задающих эту прецессию. 
Обобщенными переменными, описывающими 
поведение оболочки, будут  

 

0a ,
, , , , , , , , , , , ( 1, 2,..., ).ui ui vi vi i i wi wi ui vi i wia b a b a b a b i Nγ γ γϕ ϕ ϕ ϕ =

 
Дифференциальные уравнения для 

0 ,a ujujuj ba ϕ,,  (j=1,2,…,N) в соответствии с 
уравнением Лагранжа второго рода и условия-
ми связей имеют вид: 
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8 4( ) uv

j uj vjS j S j jK b a− −  
1 [ sin( ( ))H

uj uja j j t= λ − π−α−Ω +ϕ +  
cos( ( ))]uj ujb j j t+ π−α −Ω +ϕ

2 [ sin( ( ))H
uj uja j j t+λ − π+α−Ω +ϕ +  

cos( ( ))].uj ujb j j t+ π+α −Ω +ϕ  (12) 
 

Здесь  - неопределённые мно-
жители Лагранжа. Система является матрич-
ной системой линейных дифференциальных 
уравнений, коэффициенты которой зависят от 
параметров оболочки и номера обобщенной 
координаты j, по которой осуществляется 
дифференцирование для получения уравнений. 
Анализ уравнений (10) - (12) показывает, что 
уравнение (12) для 

( 1, 2,...,8)H
i iλ =

ujϕ  может быть получено 
путём умножения уравнения (10) для  на 
переменную , вычитания из этого произве-
дения уравнения (11) для , умноженного на 

, и умножения этой разности на j. Отсюда 
следует, что дифференциальное уравнение для 

uja

ujb

ujb

uja

ujϕ  является комбинацией дифференциальных 
уравнений для  и . Значит, решение 
дифференциального уравнения для 

uja ujb

ujϕ  явля-
ется комбинацией решений дифференциаль-
ных уравнений для , . В уравнения для 

,  входят функции 
uja ujb

uja ujb ujϕ , отсюда следует, 
что они могут быть произвольными. Будем 
рассматривать установившиеся периодические 
колебания оболочки, которые могут возник-
нуть вследствие действия возмущений. В этом 
случае дифференциальные уравнения (10), (11) 
для ,  должны быть линейными диффе-
ренциальными уравнениями с постоянными 
коэффициентами. Из этого условия найдём 
зависимости для 

uja ujb

ujϕ . Для того, чтобы коэффи-
циенты в дифференциальных уравнениях были 
константами необходимо, чтобы ujϕ&  были кон-
стантами. Другим условием для определения 

ujϕ  является условие, что прецессионное дви-
жение волн ujϕ  осуществляется только внутри 
диапазона углов, ограниченного опорами. В 
случае, если ujϕ&  константы, это может быть 
только при ,ujϕ = Ω&  (j=1,2,…,N). Тогда в усло-
виях связи (6), (7) а также у множителей перед 
неопределенными множителями Лагранжа в 
уравнениях (10), (11) аргументы под знаком 
синуса и косинуса являются постоянными ко-
эффициентами, т.е. 
 

+  
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 ,uj ujt t ,π α ϕ π α π α ϕ π− −Ω + = − + −Ω + = +

,vjt
α

π α ϕ π α− −Ω + = −

.vjtπ α ϕ π α+ −Ω + = +  
 
Поэтому система уравнений (10), (11) вместе с 
условиями связи является системой уравнений 
с постоянными коэффициентами, имеющей 
периодические решения. Осуществляя анало-
гичный анализ для уравнений, описывающих 
поведение переменных , , vja vjb jaγ , jbγ , , 

, получим так же, что , (j 
= 1,2,…,N).   

wja

wjb
vj j wjγϕ = ϕ = ϕ = Ω& & &

Выводы: доказано, что в случае возник-
новения во вращающейся оболочке стоячих 
волн их прецессионное движение может проис-
ходить с угловой скоростью вращения оболочки. 

Полученный результат может использоваться 
для получения дифференциальных уравнений, 
описывающих поведение вращающихся на 
опорах оболочек, колец при внешних сил, 
применяемых при математическом моделиро-
вании динамики таких объектов. 
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ABOUT DYNAMICS OF PRECESSIONAL MOVEMENT  
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In paper on the basis of analysis of mathematical model of dynamics of Kirhgoff-Lyave type shell rotat-
ing on support with an extensible median surface the demonstration of precessional movement properties 
of energized standing waves is resulted. It is shown, that speed of precession can be equal to speed of 
shell rotating on support that it is necessary to consider at mathematical modeling of its behaviour.  
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