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Расчетная схема муфты представляет собой нелинейную систему с переменной структурой. Пе-
ременность структуры и нелинейность связаны с несколькими фазами движения рассматриваемой 
системы, в которой происходит распад муфты на две полумуфты, с движением полумуфт без от-
рыва, с отрывом, с относительным движением, с соударением. Динамическая модель включает 
два упругих вала, подводящих к муфте движущий момент и момент сопротивления. Моменты сил 
упругости валов являются обобщенными координатами. 
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При заклинивании исполнительного ор-

гана машины применяются пружинно-зубча-
тые (кулачковые) муфты, тем самым исключа-
ется поломка промежуточных звеньев маши-
ны, но при этом возникают значительные уп-
ругие моменты на валах трансмиссии [1]. Пре-
дохранительная муфта связывает между собой 
с помощью двух полумуфт, имеющих торце-
вые либо кулачки или зубья, два соосно распо-
ложенных вала. Одна полумуфта смонтирова-
на неподвижно на приводном (ведущем) валу. 
Вторая полумуфта установлена на шлицевом 
участке второго вала (ведомого), который мо-
жет перемещаться в осевом направлении. Кон-
такт (зацепление) полумуфт обеспечивается 
пружиной, усилие которой регулируется гайкой. 

Принцип действия муфты следующий. 
При перегрузке ведомый вал и соответствующая 

ему полумуфта останавливаются, не препятст-
вуя вращению ведущего вала. За счет возни-
кающих в зацеплении осевых усилий пружина 
сжимается, ведомый вал получает осевое пе-
ремещение на величину высоты зуба (кулачка). 
Торцы кулачков муфт начнут проскальзывать. 
Когда выступ одного кулачка одной из полу-
муфт будет находиться против впадины другой 
из полумуфт, под действием пружины будет 
происходить зацепление полумуфт [2-4]. Рабо-
та кулачковых предохранительных устройств 
основана на уравновешивании пружинами 
возникших на кулачках осевых сил. Цикл ра-
боты муфты можно разделить на несколько 
фаз [2]. 

Нулевая фаза (рис. 1а).  

 

 
 

Рис. 1. Расчетная схема 
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Трансмиссия находится в рабочем со-
стоянии – установившийся режим. Расчетная 
модель с учетом упругости валов, но без учета 
диссипативных сил, представляется трехмас-
совой. Система дифференциальных уравнений 
имеет вид: 
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где φ1, φ2, φ3 – обобщенные координаты, углы 
поворота масс с моментами инерции J1, J2, J3. 
На рисунке J1 – приведенный момент инерции 
вращающихся масс привода трансмиссии; J2 – 
приведенный момент инерции муфты: 

;2 2 2 ′J J J′ ′= + 2J ′ ,  - моменты инерции по-
лумуфт; J

2J ′′

3 – приведенный момент инерции ис-
полнительного органа; c12, c23 – пиведенные 
жесткости валопроводов, Осуществив переход 
к обобщенным координатам M23=c23(φ2–φ3) – 
упругим моментам на валах система (1) преоб-
разуется к виду: 
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Первая фаза (рис. 1б). Возникает сто-
порная нагрузка. Масса с моментом инерции J3 
останавливается. Расчетная модель для напря-
женного состояния представляется следующей 
системой дифференциальных уравнений: 
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где , , 2
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23 23 2/c Jβ =
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Решение данной системы имеет вид: 
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В этот момент возрастает давление на 
грани зубьев [3]. Для оценки состояния систе-
мы необходимо учитывать возникающее осе-
вое усилие Q (рис. 2). 

 

1(sin( ) cos( ) / )nQ P R rα ρ μ α ρ= − − −  , 
23 /( ( )nP M Rcos α ρ= − ), 

 
где Pn – сила нормального давления на грани 
зубьев, α – угол наклона рабочей грани кулач-
ка, ρ – угол трения на кулачке (tg(ρ) = μ – ко-
эффициент трения), μ1 – коэффициент трения 
муфты на шлицах, R – средний радиус муфты, 
измеренный по кулачкам, r – радиус вала или 
радиус впадин шлицевого вала подвижной по-
лумуфты. На рисунке обозначено T′=M23/R 
tg(α�ρ) – осевая сила, Т – сила трения втулки 
подвижной полумуфты на шлицах втулки 
T=μ1M23/r. Как только это усилие станет поло-
жительным, то происходит осевое движение 
ведомой полумуфты. 

 

 
 

Рис. 2. Расчетная схема 
 

Вторая фаза (рис. 1в). Относительное 
перемещение полумуфт. Расчетная модель для 
напряженного состояния представляется сле-
дующей системой дифференциальных уравне-
ний [3] 
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где , 

, 

, 

, , , 
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x
0

,  –масса подвижной по-

лумуфты;  угловое и осевое перемеще-
ния подвижной полумуфты, 0

2

2x ′′ = –
x x′′ ль-

ное натяжение пружины; 2 3c ′′  – рутильная же-
сткость вала от ведомой полумуфты до пре-
грады,  приведенный момент инерции ве-

дущей полумуфты 

= – нача

 к

2np m R tg
прJ2′

2
2 2J J α′ ′ ′′= + . По-

лумуфты связаны упругой связью, жесткость 
которой равна приведенной жесткости пружи-

ны . 22 ′′′с 2 2 1/[ ( ) / ]npс с R tg R rα ρ μ′ ′′ = − − . Для 
правильного сцепления кулачков подвижная 
муфта должна передвигаться по валу без каче-
ния, что достигается при помощи шлицевого 
соединения или посадкой полумуфты на двух 
диаметрально противоположных направляю-
щих шпонках. Статический момент срабаты-
вания муфты: 
 

1/[ ( ) / ]cm npM P R tg R rα ρ μ= − − , 
 

Наибольший крутящий момент (М) скла-
дывается из статического Мст и динамического 
Мд моментов: М = Мст + Мд. Для определения 
динамического момента рассмотрим движение 
подвижной полумуфты. Динамический крутя-
щий момент Мд при проскальзывании кулач-
ковой муфты определяется: 

 

2 3 2 1 1sin( ) /M c p t pϕ′′ ′′∂ = ⋅ & , 
 

где р1 – круговая частота собственных угловых 
колебаний подвижной полумуфты 

1 2 3 2/p c J′′ ′= 2′ , ω =ϕ ′′&

)

 - угловая скорость под-
вижной полумуфты. 

Третья фаза (рис. 1г). Полумуфты вый-
дут из зацепления. Установившийся процесс 
проскальзывания можно представить состоя-
щим из следующих этапов: а) полумуфты ра-
зобщены (скольжение по торцам и вход кулач-
ков ведущей полумуфты во впадины другой); 
б) удар и скольжение кулачков ведущей полу-
муфты по кулачкам ведомой. Подвижная по-
лумуфта совершает угловые и осевые колеба-
ния в направлении упругих связей в двух вза-
имно перпендикулярных плоскостях. Возни-
кают две системы: двухмассовая и одномассо-
вая. Перемещение подвижной полумуфты, об-
ладающей двумя степенями свободы можно 
привести к двум перемещениям с одной степе-
нью свободы. Расчетные модели для напря-
женного состояния представляются следую-
щими системами дифференциальных уравне-
ний [2-3]. Для двухмассовой системы: 
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где . Данное уравне-
ние описывает вынужденные колебания масс 1 
и 2 под действием постоянного приведенного 
момента двигателя М

2
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1. Для одномассовой сис-
темы: 
 

032
2

3232 =+ ′′′′′′ MM β&&
,   0222 =+ ′′′′′′′ xx nβ&&

,  
 

где 2
2 3 2 3 2/c Jβ ′′ ′′ ′′= 2

2 2/n npc mβ ′′ ′′=,  . 
Это означает, что ведомая полумуфта совер-
шает крутильные колебания вокруг оси и ли-
нейные колебания под действием пружины. 
Эта полумуфта перемещается в осевом на-
правлении не более, чем на высоту зуба h3=h, 
т.е. муфта проходит расстояние AB=2h sinα 
(рис. 3). 

 

 
 

Рис. 3. Схема определения времени движения 
полумуфт до их зацепления 
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Относительная приведенная скорость 
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полумуфт в начале третьей фазы. Замыкание 
полумуфт происходит при условии 

αωω tgxJ 2222 )( ′′′′′′ ≤− &  и за время t3, опреде-
ляемым из уравнения:  
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h Rα α ω ′ ′′= ∫ 2 dt
.  

 
В момент замыкания возникает удар. Прини-
мая соударение пластическим и мгновенным 
имеем: . Угловая 
скорость муфты после удара 

22)3(22)3(22 JJJ np ωωω =+ ′′′′′′

2 2 (3) 2 2 2 (3) 2 2/ /npJ J Jω ω ω′ ′ ′′ ′′= + J , где 

2 (3) 2 (3) 2 (3) /np x tg Rω ω α′′ ′′ ′′= + &  - приведенная ско-
рость ведомой полумуфты в конце третьей фа-
зы; )3(2)3(2 , ′′′ x&ω  - угловая скорость ведущей 
и линейная скорость ведомой полумуфт в кон-
це третьей фазы, т.е. до удара. Отсюда после 
удара: , . 
Во время соударения возникают нормальные 
p

)( 2121)(21 ωω −= ′′ cM y
&

232)(32 ω′′′′ = cM y
&

n и тангенциальные pt импульсы, которые вы-
зывают соответствующее изменение скоростей 
[3]: 
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2 2 2[ ( 0) ( 0)] cos sinn tJ p R p Rϕ ϕ α′ ′ ′+ − − = ±& & α
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Проскальзывание полумуфт при ударе 

невозможно, если pt<μpn, где μ – коэффициент 
трения между зубьями. При невыполнении 
этого условия происходит проскальзывание. 
При ударе pt=μpn. Удар происходит по граням 
полумуфт. При соударении окружная скорость 
vокр и осевая v соотносятся как соответствую-

щие ускорения: 
1 1

cos
sin

okpv m
v m m tg

α m
α α

= = , где m1 – 

приведенная масса подвижной полумуфты 
. Суммарная окружная скорость: v2

1 2 /m J R′′= 0 
= vокр+vtgα = ω0R. Отсюда vокр=v0m/(m+m1tg2α) 
или ω=ω0m/(m+m1tg2α). Если ширина впадины 

одной из полумуфт больше толщины кулачков 
другой (происходит скольжение торцов кулач-
ков по дну впадин), то после соударения при 
t=0, 2 0ϕ ′′ = : 2 ( 0)ϕ ω′′ = +& ,  ( 0)x v= +&  - скоро-
сти подвижной полумуфты после соударения. 
Ширина впадин одной полумуфты равна тол-
щине кулачков другой. Анализ ударных явле-
ний проводим, исходя из следующих условий. 

Время t, необходимое для смещения под-
вижной полумуфты  под действием пружины 
на расстояние h, равное высоте кулачка 
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где р2

2=спр/m – круговая частота собственных 
осевых колебаний подвижной полумуфты, t1 – 
время, через которое наступает соприкоснове-
ние полумуфт. Время t2, за которое ведущая 
полумуфта повернется на угол, соответствую-
щий окружному смещению кромок у вершины 
и основания кулачков из-за наклона рабочей 
поверхности: t2=h tgα/(ω0R)  
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Послеударные скорости: 
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Полученные послеударные значения уг-

ловых скоростей, моментов являются началь-
ными для дальнейшего моделирования. Расчет 
муфты сводится к определению: допускаемого 
напряжения на срез в шлицах, размеров пру-
жины. Решающую роль в работе муфты играет 
скорость ее выключения и  надежность. Эти 
показатели зависят от вида кулачков (прямо-
угольные, трапецеидальные), их количества и 
расположения. Исследование действительных 
значений упругих моментов в валах машины 
при заклинивании исполнительного органа по-
зволяет принять решение о работоспособности 
муфты. На этапе проектирования необходимо 
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оценить данные моме ты, исследовать влия-
ние конструктивных параметров муфты и 
трансмиссии, а также влияние скорости вра-
щения

н

 привода на коэффициент динамичности 
[2-4].
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DYNAMIC SYNTHESIS OF SPRING-GEAR MUFF 
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The muff calculated scheme represents nonlinear system with variable structure. Variability of structure 
and nonlinearity are connected with several phases of observed system movement in which there is a 
muff disintegration on two semimuffs, with movement of semimuffs without separation, with separation, 
with relative movement, with impact. The dynamic model includes two elastic shafts, bringing to a muff 
the driving moment and the resistance moment. The moments of shafts elasticity forces are the general-
ized coordinates. 
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