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Множество и специфика решаемых при 

проектировании технических объектов маши-
ностроения задач часто приводит к противоре-
чивым требованиям, предъявляемым к матема-
тическим моделям, которые применяют при их 
исследовании, что обуславливает необходи-
мость применения для анализа и синтеза сис-
тем управления этими объектами различных 
методов моделирования. Отсутствие единой 
системы математического моделирования объ-
ектов в пространстве состояний (ПС) ограни-
чивает возможности исследования управляе-
мых объектов машиностроения. В сущест-
вующих подходах переменные состояния вво-
дятся последовательно, начиная с младшей 
производной, при этом за выходную координа-
ту системы принимают первую компоненту 
вектора состояния. Такие модели имеют об-
ратный порядок следования координат состоя-
ния с выхода на вход и не соответствуют ос-
новному принципу прямой причинно-
следственной связи, противоречат моделям 
“Вход – выход”. Предлагается система матема-
тических методов моделирования систем с 
прямой причинно-следственной связью, обес-
печивающая единство и полное соответствие 
моделей “Вход – выход” и “Вход – состояние – 
выход”.   

Среди возможных методов построения 
математических моделей систем в нормальной 
форме пространства состояний (НФПС) на ба-
зе принципов, как прямой, так и обратной при-
чинно-следственной связи выделим 2 метода 
формирования уравнений состояния: введением 
переменных состояния в функции производных 
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выходной переменной (вложенная структура 
модели с обратными связями по переменным 
состояния); введением переменных состояния 
методом понижения порядка (вложенная 
структура модели с местными обратными свя-
зями по выходу) и 2 метода формирования вы-
ходной координаты системы: пропорциональ-
но одной из координат системы и в виде взве-
шенной суммы координат состояния (рис. 1). В 
результате образуется система из 8 модифика-
ций математических моделей в нормальной 
форме ПС – 4 с прямой причинно-
следственной связью и 4 – с обратной причин-
но-следственной связью. 
 

 
 

Рис. 1. Методы формирования моделей систем 
управления в нормальной форме пространства 

состояний 
 
Суть предлагаемых методов математиче-

ского описания системы n-го порядка  
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с выходной x и входной y координатами, ко-
эффициентами характеристического полино-
ма ai и оператора входного воздействия bj в 
нормальной форме пространства состояний с 
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 прямой причинно-следственной связью первой 
модификации [1, 2], состоит в том, что пере-
менные состояния vv в моделях ПС  
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вводят, начиная с n-oй фазовой переменной в 
соответствии с выражением 
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значения коэффициентов λi вычисляют по ре-
куррентным формулам  
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а матрицы A, B, C и коэффициент d задают в 
виде 
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В общем случае для объектов исследования, 
передаточные функции которых содержат n 

полюсов и m нулей  
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матрицы в математических моделях НФПС с 
прямой причинно-следственной связью могут 
быть представлены в виде следующих четырёх 
модификаций 
. 
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 Коэффициенты в предлагаемых матема-
тических моделях определяются следующими 
выражениями: 
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Для моделей с обратной причинно-
следственной связью  
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система (1) является сопряжённой 
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Поэтому матрицы в этих моделях задаются 
формулами 
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При моделировании сложных объектов 
машиностроения, состоящих из разнородных 
элементов, к отдельным частям системы 
предъявляются противоречивые требования, 
что обуславливает необходимость использова-
ния при исследовании этих систем комбиниро-
ванных форм пространства состояний. Так, 
при исследовании управляемых приводов 
авиационных тренажёров, станков, центрифуг 
и многих других объектов, необходимо анали-
зировать поведение механических координат: 
перемещений, скоростей, ускорений, градиен-
тов ускорений (линейных или угловых), что 

может быть эффективно проведено на моделях 
первой модификации (2). Для управляющей 
части при этом возникает необходимость неза-
висимого формирования, вариации и анализа 
отдельных компонент, пропорциональных 
производным или интегралам ошибки в системе. 
Поэтому управляющую часть замкнутой сис-
темы целесообразно моделировать на базе мо-
делей второй модификации (3). Моделирова-
ние систем с внутренними обратными связями 
по выходной координате рационально на базе 
моделей (4), (5). 

В качестве примера приведём математи-
ческую модель замкнутой системы следящего 
электропривода постоянного тока, матрицы 
которой имеют следующую структуру 
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Первые три строчки матрицы системы 
задают структуру и параметры регулятора, а 
последние три строчки – структуру и парамет-
ры объекта управления (машины постоянного 
тока с вентильным преобразователем). При 
этом первая часть матрицы A представлена в 
форме модели второй, а вторая – первой мо-
дификации ПС, что позволяет с одной стороны 
эффективно исследовать структуру формиро-
вания управляющего сигнала, а вторая опреде-
лить характер изменения угла поворота, скоро-
сти и ускорения в системе (рис. 2). 

 

 
Рис. 2. Характер изменения переменных состояния в модели электропривода 
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 Результаты исследования следящего 
электропривода постоянного тока мощностью 
0,17 кВт в среде Mathcad (рис. 2) отражают со-
отношения между составляющими управляю-
щего сигнала, пропорциональных ошибке и её 
производным. Наименьшее значение имеют 
составляющие пропорциональные третьей и 
второй производным. При C3=0 перерегулиро-
вание увеличивается незначительно с 
σ=4,981% до σ=5,223%, при C2=0 возрастает до 
σ=6,830%, при C2=C3=0 повышается до значе-
ния σ=7,128%. Изменение настроек регулятора 
по первой производной и по ошибке системы 
существенно изменяет характер переходных 
процессов, увеличивая колебательность и бо-
лее чем в пять раз перерегулирование следя-
щего электропривода. 

Выводы: отличительная особенность 
предлагаемой системы математических моде-
лей в нормальной форме пространства состоя-
ний с прямой причинно-следственной связью 

состоит в том, что каждая последующая коор-
дината состояний формируется на основании 
предыдущей, что обеспечивает единство мето-
дологических принципов и повышение эффек-
тивности при исследовании, анализе и синтезе 
систем управления по моделям «Вход – вы-
ход» и «Вход – состояние – выход». 
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