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В статье рассмотрены вопросы составления алгоритма решения дифференциальных уравнений, 
описывающих динамику движения мобильной двухмассовой механической системы, движущейся 
с отрывом от опорной поверхности. Представленная модель прыгающего миниробота состоит из 
внешнего тела (корпуса) и внутреннего (дебаланса), изменение угловой скорости которого позво-
ляет осуществлять управление движением. 
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Мобильные автономные устройства, дви-
жущиеся с отрывом от опорной поверхности 
(так называемые прыгающие роботы), являются 
объектами исследования ученых многих стран, 
поскольку скачкообразный способ перемещения 
при движении по сильно пересеченной местно-
сти удобнее скольжения или качения. Большин-
ство подобных устройств создаются на основе 
принципов бионики – копирования движения 
некоторых животных, способных накапливать 
энергию в мышцах и затем во время прыжка бы-
стро еѐ высвобождать [1, 2]. Другие методы про-
ектирования основываются на применении под-
вижных внутренних масс, встраиваемых в кор-
пус робота [3, 4]. В [5] было представлено мо-
бильное устройство, двигающиеся с отрывом от 
поверхности, за счет периодического движения 
внутренней вращающейся массы (см. рис. 1). 
Это позволяет осуществлять управление движе-
нием за счет изменения одного параметра – уг-
ловой скорости вращения дебаланса.  

Цель работы: изучение основных принци-
пов организации движения прыгающего мини-
робота, содержащего одну вращающуюся массу, 
и разработка алгоритма компьютерного модели-
рования движения рассматриваемого мобильно-
го устройства. 

Для установления области параметров 
системы, при которых корпус робота отрывается 
от поверхности и начинает вращение вокруг 
точки приложения реакции, составим уравнение 
моментов относительно центра масс робота – 
точки С с относительными координатами (ξС,ηС) 
(рис. 2). 
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Рис. 1. Схема движения прыгающего 
миниробота 

 

 
 

Рис. 2. Схема приложения сил и моментов 
 

Плечо Δ нормальной реакции N должно 

находиться в интервале ),( ÑõÑ L   , где Lх – 

длина корпуса. Уравнение моментов и в случае 
покоя, и в случае скольжения имеет вид: 
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 Принимая во внимание определение центра 
масс робота, для его координат имеем: 
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 – общая масса корпуса и 

масс; ξК, ηК – координаты центра тяжести кор-
пуса. Тогда, учитывая ограничения для плеча, 
придем к неравенству 
 

хСCfr NLNF  0
,  (3) 

 

которое служит условием неопрокидывания. 
Выполнение (1) зависит как от коэффициента 
трения, так и от геометрических параметров 
робота, поэтому в общем случае принимать 
корпус даже в предположении безотрывного 
движения по поверхности за материальную 
точку нельзя. Однако зная интервал значений 
силы трения, можно убедиться, что для выпол-
нения неравенства (3) достаточно, чтобы коор-
динаты центра масс и коэффициент трения на-
ходились в соотношении 
 

},min{0 СxСС Lf  
.  (5) 

 

При достаточно симметричном располо-
жении внутренних масс последнее неравенст-
во, как правило, выполняется, поэтому боль-
шой класс задач динамики  роботов, скользя-
щих на плоской поверхности, можно изна-
чально упростить сведением к задаче движе-
ния материальной точки.  

Очевидно, что в зависимости от суммар-
ных проекций сил инерции корпус робота мо-
жет оставаться неподвижным, может переме-
щаться по предоставленной поверхности без 
отрыва или двигаться с отрывом от нее. При 
этом в общем случае движение робота в про-
странстве является свободным. Физические 
условия контакта корпуса робота с поверхно-
стью, по которой он перемещается, таковы, что 
поверхность сопротивляется проникновению 
корпуса внутрь, но не сопротивляется отрыву. 
Поэтому сила нормального давления N, вы-
званная контактом корпуса робота с плоско-
стью опоры, может быть направлена верти-
кально вверх или равняться нулю, т.е., удовле-
творять условию N≤0. Если в дальнейшем 
движение корпуса происходит без отрыва от 
плоскости опоры, то, в соответствии с (2), по-
лучим ограничение на относительное ускорение 
внутреннего тела, колеблющегося вдоль вер-
тикали 
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Если внутренние массы движутся таким обра-
зом, что в некоторые промежутки времени не-
равенство (6) нарушается, то корпус миниро-
бота будет отрываться от поверхности, а дви-
жение робота приобретет прыжкообразный 
характер [6]. Тем не менее, выполнение нера-
венства (6) не гарантирует прижатия всей гра-
ни корпуса, так как нормальная реакция по-
верхности является силой, распределенной по 
площади соприкосновения. Ее интенсивность 
n(х) может принимать только неотрицательные 
значения, поскольку отсутствует прилипание, 
и условно картина распределения имеет вид, 
аналогичный показанному на рис. 3. 
 

 
 

Рис. 3. Схема распределения нормальной  
реакции поверхности 

 

Данная система нагрузки имеет равно-
действующую в крайней точке тогда и только 
тогда, когда интенсивность во всех прочих 
точках контакта равна нулю. Действительно, 
если равнодействующая приложена в крайней 
левой точке, то алгебраический момент на-
грузки относительно точки О, определяемый 

как интеграл 
хL

O хdххnNM
0

)()( , равен нулю, что 

при x≥0 выполнится лишь при n(δ)=0 во всех 
точках касания, кроме нулевой. Если точка 
приложения является крайней правой точкой 
нагрузки, то разность между моментами рав-
нодействующей и нагрузки равна:  
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Очевидно, что эта разность обращается в ноль 
только при нулевой интенсивности во всех 
точках, кроме правой.  
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 Для составления алгоритма численного 
расчета параметров движения робота обратим-
ся к примеру движения материальной точки 
под действием периодической вынуждающей 
силы (рис. 4) [7]. Точка может служить иде-
альной моделью рассматриваемого мобильно-
го миниустройства, если пренебречь его раз-
мерами. 

 

 
 

Рис. 4. Схема сил, приложенных к роботу 
 

Пусть модель перемещается по горизон-
тальной шероховатой плоскости. Будем рас-
сматривать движение под действием силы тя-
жести mg, нормальной реакции N, силы сухого 
трения Ffr , вязкого сопротивления R и перио-
дической силы Ф(t), направленной к поверхно-
сти под углом α (рис.2). Модуль вынуждаю-
щей силы изменяется по закону: 

 

)sin()( 00   tÔtÔ
,  (7) 

 

где ω – частота, φ0 – начальная фаза. 
В состоянии покоя тела сила трения, как 

составляющая полной реакции плоскости, 
уравновешивает проекцию гармонической си-
лы на ось х, т.е., ее горизонтальная проекция 
определяется равенством: 
 

 cos)sin()( 00  tÔtÔF õxfr . (8) 
 

Направление силы трения в покое проти-
воположно проекции силы Ф(t). Пока тело ос-
тается неподвижным значение силы трения не 
превышает максимального, определяемого ра-
венством  

 

fNF fr 
max ,   (9) 

 

где f – коэффициент трения, 

sin)(tÔmgN   – значение нормальной 

реакции, которое предполагаем всегда поло-
жительным.  

Тело начнет двигаться, когда проекция 
вынуждающей силы превысит максимальное 

значение силы трения покоя, т.е., перестанет 
выполняться неравенство 

 

fNtÔ x |)(|
.   (10) 

 

В этом случае тело приобретает ускоре-
ние, определяемое разностью проекций выну-
ждающей силы и силы трения 

 

NtÔftÔxm xx  )(sgn)(
. (11) 

 

Это ускорение приводит к появлению 
скорости, и последующее направление трения 
будет противоположно не проекции силы (ко-
торая меняет знак в общем случае не одновре-
менно с изменением направления движения), а 
противоположно скорости. Таким образом, 
ускорению уже начавшегося движения соот-
ветствует выражение 

 

NõftÔxm x   sgn)(
.  (12) 

 

Здесь и в дальнейшем будем рассматри-
вать кусочно-непрерывную функцию проекций 
Х скоростей или внешних сил (кроме трения) 
на ось х: f(X) = –f sgn X, которая позволяет оп-
ределить коэффициент и направление трения 
одновременно. Скорость и координату, как в 
момент начала скольжения, так и в процессе 
движения будем определять численно при по-
мощи разложения в степенной ряд. 

Остановке тела соответствует значение 
скорости, равное нулю. Уменьшение скорости 
происходит за счет проекции равнодействую-
щей всех действующих сил, в том числе и си-
лы трения, которая направлена так же, как и 
трение – противоположно движению. Таким 
образом, если тело после остановки сразу же 
возобновит движение, то в направлении, об-
ратном предшествующему. Опишем последо-
вательность действий алгоритма компьютер-
ного моделирования движения мобильного 
миниробота, перемещающегося с отрывом от 
опорной поверхности. Обобщенная блок-схема 
алгоритма представлена на рис. 5. 

Алгоритм вычисления основывается на 
следующих допущениях. Прежде всего, в дви-
жении выделяем две фазы: I – полет, II – дви-
жение по поверхности. Переход из одной фазы 
в другую происходит или при выполнении ус-
ловий отрыва (II→I), или при выполнении ус-
ловий приземления (I→II). Условием отрыва 
является равенство нулю нормальной реакции 
поверхности, условие приземления – невыпол-
нение неравенства y1>y1min для значений верти-
кальной координаты центра проекции корпуса. 
Величина минимального допускаемого значе-
ния координаты центра проекции y1min зависит 
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 от выбора начала отсчета. Например, если го-
ризонтальная координатная плоскость проходит 
через центр, то y1min=0. Программа организована 
в виде цикла, выход из которого осуществляется, 

как только расчетное значение времени превы-
сит заданную величину. Для численного рас-
чета параметров движения использовался ме-
тод Эйлера II порядка.  

 

 

Рис. 5. Блок-схема алгоритма 
 

Скорость и координату, приобретенные 
точкой на шаге, будем искать, разложив реше-
ние в степенной ряд Тейлора, который для 
произвольной функции имеет вид: 

 

...))((
!2

1
))(()( 2

00000  xxxyxxxyyxy
. (13) 

 

Таким образом, ускорение каждой из 
обобщенных координат qj, j=1,2,3, будем на-
ходить из правой части уравнений системы (2) 
в случае полета, или из уравнений (1) в случае 

движения по поверхности. Тогда, если 1)( ijq  

– ускорение обобщенной координаты в начале 
i-го шага, т.е., определенное для предшест-
вующего шагу момента времени ti-1=Δ (i – 1), 
то скорость и координата, согласно разложе-
нию, определятся выражениями: 

 

  11 )()()( ijijij qqq 
,  (14) 

2

111 )(
2

1
)()()(   ijijijij qqqq 

. (15) 
 

Здесь Δ – выбранный шаг по времени. 
Особенностью расчета, проводимого в 

блоке, выделенном пунктиром, является то, 
что начальные значения вертикальной скоро-
сти  и координаты равны нулю. Так как в мо-
мент приземления робот испытывает удар с 
потерей кинетической энергии, то на первом 
шаге в блоке все начальные кинематические 
величины, кроме угла поворота и горизонтальной 

координаты, принимаем равными нулю, а угол 
поворота и горизонтальную координату остав-
ляем неизменной с предыдущего шага. В об-
щем случае блок «Движение по поверхности» 
должен использовать алгоритм, предусматри-
вающий как возможность перемещения систе-
мы, так и возможность продолжительной оста-
новки корпуса под действием сил трения. Ре-
зультаты проведенного компьютерного моде-
лирования движения мобильного миниробота, 
перемещающегося с отрывом от опорной по-
верхности представлены на рис. 6. 

 

 
 

Рис. 6. Результаты компьютерного моделиро-
вания движения мобильного миниробота 

 

Анализ полученной зависимости высоты 
прыжка от частоты вращения внутренней мас-
сы создает возможности управления движением 
миниробота, позволяющие задавать направле-
ние движения всего устройства и регулировать 
его скорость. 
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MOBILE MINIROBOT MOTION, MOVING WITH LIFT-OFF FROM 
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In article questions of formulation the algorithm of the decision the differential equations describing the 

motion dynamics of mobile two-mass mechanical system, moving with a lift-off from basic surface are 

considered. The presented model of the springing minirobot consists of exterior body (case) and internal 

(debalance), change of which angular speed allows to carry out traffic control. 

Key words: springing robot; mathematical model, algorithm, dynamic parameters, motion equation 
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