
163

Механика и машиностроение

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Проблема управления движением космичес�
кой тросовой системой (КТС) традиционно раз�
бивается на две задачи: 1) построение программ�
ного движения, соответствующего желаемому
изменению состояния системы; 2) синтез алгорит�
мов регулирования, обеспечивающих реализацию
программного движения при действии различных
возмущений. В данной работе проводится срав�
нительный анализ различных алгоритмов регули�
рования на примере движения КТС, состоящей
из двух тел: базового космического аппарата (КА)
и полезного концевого груза. Развёртывание рас�
сматриваемой КТС производится или с целью
перемещения полезного груза (малого спутника)
на более высокую орбиту, или для доставки по�
лезного груза в заданный район земной поверх�
ности. В последнем случае груз представляет со�
бой спускаемую капсулу.

Построение и сравнение различных алгорит�
мов регулирования производится с использова�
нием достаточно простой математической моде�
ли движения КТС, допускающей применение
как классических методов синтеза регуляторов
[1], так и методов, основанных на прямой мини�
мизации выбранных критериев регулирования.
В последнем случае используются численные
методы нелинейного программирования. Одна�
ко применение прямой оптимизации переход�
ных процессов в системе регулирования требу�
ет некоторого упрощения структуры регулято�
ра, что и производится в работе. После
упрощения регулятора методы синтеза, основан�

ные на прямой минимизации выбранных крите�
риев регулирования, применяются уже в сочета�
нии с более сложными моделями движения КТС.
Применение более сложных моделей движения
КТС позволяет учесть при проектировании сис�
темы регулирования особенности работы управ�
ляющего механизма, ограничения на параметры
движения КТС и концевого груза, дискретность
работы системы регулирования, то есть повы�
сить надёжность и качество проектирования си�
стемы управления. В качестве примера приво�
дятся результаты статистического моделирова�
ния движения КТС при её развёртывании в
вертикальное положение, подтверждающие воз�
можность применения полученных приближен�
но оптимальных алгоритмов регулирования.

2.УРАВНЕНИЯ ДВИЖЕНИЯ
ТРОСОВОЙ СИСТЕМЫ

Для сравнения различных алгоритмов регу�
лирования используются достаточно простые
уравнения движения КТС, записанные в подвиж�
ной орбитальной системе координат o o oСx y z
(рис. 1), где С  � центр масс КА, ось oСx  направ�
лена по радиус�вектору КА, ось oСz  параллель�
на вектору кинетического момента орбитального
движения КА. В этой модели трос рассматрива�
ется как невесомая и нерастяжимая механическая
связь. В качестве обобщённых координат можно
использовать два угла ,θ β  и длину троса L
(рис. 1). Углы ,θ β  в этом случае определяют
переход от орбитальной o o oСx y z  к тросовой
системе координат T T TСx y z  (рис.1).

Для вывода уравнений движения груза массой m
удобно применить классический метод Лагранжа
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где cT  � кинетическая энергия системы;

iq , iq&  и iQ  ( 1, 2,3i = ) – обобщённые ко�
ординаты, скорости и силы;

1q L= , 2q θ= , 3q β= .
Предположим, что масса груза m  много

меньше массы базового КА, тогда изменением
его орбиты можно пренебречь и считать движе�
ние КА заданным. В этом случае кинетическая
энергия в уравнениях (1) представляет собой
кинетическую энергию концевого груза

( )2 2 21
2cT m x y z= + +& & & ,           (2)

где x , y  и z  – координаты груза в орбитальной
геоцентрической системе координат (оси орби�
тальной геоцентрической системы координат и
системы координат o o oСx y z  параллельны).

В соответствии с заданием описанных систем
координат имеем

 cos sino ox x yϕ ϕ= − ,

cos sino oy y xϕ ϕ= + ,            (3)

 oz z= .

где 0 cos cosox R L θ β= − ;
sinoy L θ= − ;

cos sinoz L θ β= .
Подставляя соотношения (2), (3) в уравнения

(1) и взяв соответствующие производные, получим
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Обобщённые силы определяются из выражений

L
ПQ T
L

∂
= − −

∂
,

ПQθ θ
∂

= −
∂

,                       (5)

ПQβ β
∂

= −
∂ ,

где  � 
KmП
r

= −  потенциальная энергия цен�

трального гравитационного поля,

2 2 2

2 2
0 02 cos cos ;

r x y z

L R LR θ β

= + + =

= + −

K  � гравитационный параметр Земли;
T  � сила натяжения троса;
Ω  � угловая скорость орбитального круго�

вого движения КА.
Проводя дифференцирование потенциаль�

ной энергии в соответствии с выражениями (5),
получим

( cos cos )03L
Km L R
r

Q Tθ β− −= − ,

sin cos03
Km LR
r

Qθ θ β= − ,               (6)

cos sin03
Km LR
r

Qβ θ β= − .

Уравнения (4), (6) можно упростить при ус�
ловии, что 0/ 1L R << . Тогда раскладывая

Рис. 1. Задание обобщённых координат
, ,L θ β  в орбитальной подвижной

системе координат
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функцию 31 / r  в ряд Тейлора по переменной L
и сохраняя только линейные слагаемые, получим
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Уравнения (7) записаны для круговой орби�
ты КА, поэтому 2 3

0K R= Ω , и для безразмер�
ного времени tτ = Ω .

Функцией управления в системе (7) являет�
ся величина 2/u T m= − Ω .

3.ЛИНЕАРИЗАЦИЯ УРАВНЕНИЙ
ДВИЖЕНИЯ

Для применения классического метода син�
теза регуляторов, основанного на принципе Бел�
лмана, систему (7) необходимо линеаризовать
относительно некоторой номинальной траекто�
рии. Стандартная процедура линеаризации сис�
темы (7) относительно номинальной траектории
заключается в представлении решения системы
и функции управления в виде

 0( ) ( ) ( )x x xτ τ τ= + Δ ,

0( ) ( ) ( )u u uτ τ τ= + Δ ,             (8)

где ( ), , , , ,Lx L V θ βθ ω β ω=  � вектор пере�
менных состояния системы;

/d dθω θ τ= , /d dβω β τ= ;
0 ( )x τ  и 0 ( )u τ  – номинальные траекто�

рия и управление;
( )x τΔ  – вектор отклонений переменных

состояния от своих номинальных значений;
( )u τΔ  – поправки к номинальному управ�

лению.
После проведения процедуры линеаризации,

получим

( )dy B y m u
d

τ
τ
= + Δ ,              (9)

где y x= Δ , а вектор (0,1, 0, 0, 0, 0)m = .
Причём матрица ( )B τ  имеет следующую

структуру
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где 0 /ij i jB F x= ∂ ∂ .
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Учитывая, что в номинальном режиме раз�
вёртывания КТС обычно реализуется плоский
случай движения 0ββ ω= = , то структура
матрицы B  (10) ещё более упрощается

21 23 24

41 42 43 44

65 66

0 1 0 0 0 0
0 0 0

0 0 0 1 0 0
( )

0 0
0 0 0 0 0 1
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B B B

B
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.  (11)

После того как определены матрица B  и
вектор m , нетрудно проверить критерии управ�
ляемости для системы (9). Так, в соответствии с
критерием управляемости Калмана [2] необхо�
димо составить матрицу

( )2 1( ), ( ) ( ), ( ) ( ),... ( ) ( )nM m B m B m B mτ τ τ τ τ τ τ−= ,
 (12)

размерностью n n× , в которой её составляю�

щие соединяются по горизонтали.
Поэтому, если 0 ( ) 0L τ ≠ , то матрица M

будет иметь ранг ( ) 4 6rang M = < , что ука�
зывает на неуправляемость системы (9). Неуправ�
ляемость системы (9) связана с невозможностью,
изменяя только силу натяжения троса, компенси�
ровать возмущения по переменным β  и βω ,
что соответствует выводам работы [3].

Так как система (9) неуправляема по пере�
менным β , βω , то синтез оптимального регу�
лятора имеет смысл производить для плоского
случая 0ββ ω= = .

4. МЕТОДЫ СИНТЕЗА РЕГУЛЯТОРА

Сформулируем задачу оптимального управ�
ления системой (9) при решении задачи регули�
рования. В начальный момент 0τ  система (9)
находится в состоянии 0y , необходимо опре�
делить такое управление )(τuΔ , которое пере�
ведёт систему в заданное конечное состояние

( ) 0k ky y τ= = , где ∞≤kτ  � конечное вре�
мя. Обычно требуется, чтобы переход из точки

0y  в точку ky  (переходный процесс) был в
определённом смысле наилучшим из всех воз�
можных переходов.

Для количественного сравнения различных
допустимых управлений вводят критерий опти�
мальности, который, как правило, для линейной
системы (9) представляют в виде некоторого
квадратичного функционала [1]

∫ Δ+=
k

ducyayJ
τ

τ
0

)2*( ,               (13)

где 0>c ;

*y  – транспонированный вектор y
 (вектор�строка);
a  – квадратная положительно определенная

симметричная матрица.
Классическим подходом при решении зада�

чи оптимального регулирования для системы (9)
с критерием (13) является применение принци�
па динамического программирования. Примене�
ние этого принципа к линейным системам при
решении задачи регулирования составляет осно�
ву метода аналитического конструирования оп�
тимальных регуляторов (АКОР) [1].

Применение этого метода даёт следующее
оптимальное управление

0 1
2

Wu m
c y
∂

Δ = −
∂ ,               (14)

где функция ( ),W y τ  удовлетворяет уравнению
Беллмана
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* 21( ) ( ) 0
4

W W Wy ay B y m
y c y

τ
τ

∂ ∂ ∂
+ + − =
∂ ∂ ∂ . (15)

Так как уравнение (15) представляет собой
неоднородное уравнение и неоднородность оп�
ределяется квадратичной формой *y ay , то ча�
стное решение этого уравнение ищется тоже в
виде квадратичной формы

*( , ) ( ) ( )W y A y y y A yαγ α γ
α γ

τ τ τ= =∑∑ ,(16)

где ( )A τ  – матрица неизвестных функций.
Проводя в уравнении (15) перемноже�

ние матриц и прира внивая коэффициен�
т ы  п р и  о д и н а к о в ы х  с т е п е н я х  y yα γ
( , 1, 2, ...4α γ = ; α γ≥ ), получим систему
обыкновенных дифференциальных уравнений
относительно функций ( )Aαγ τ

( )

( ) ( )
1

1 1

1

n
k k k k

k
n n

k k k k
k k

dA
a A B A B

d

A m A m
c

αγ
αγ α γ γ α

α γ

τ =

= =

= − − + +

+

∑

∑ ∑
(17)

В качестве граничных условий при решении
(17) используются условия ( ) 0kAαγ τ =  [1].
При этом функции ( )Aαγ τ  получаются путём
численного интегрирования системы (17) с от�
рицательным шагом до момента, когда 0τ τ=
(обычно 0 0τ = ). Зная ( )Aαγ τ  и подстав�
ляя функцию (16) в выражение (14), нетрудно
представить его через коэффициенты оптималь�
ного регулятора в виде

1
( ) ( )

n
u p yν ν

ν
τ τ

=
Δ = ∑ ,                   (18)

где
1

1( ) ( )
n

p A m
cν αν α
α

τ τ
=

= − ∑  – коэф�

фициенты оптимального регулятора, 4n = .
В работе [4] предлагается  прямые методы

синтеза регулятора при управлении КТС. В этом
случае коэффициенты регулирования pν
считаются постоянными и подбираются путём ми�
нимизации критерия (13) методами нелинейного
программирования путём неоднократного числен�
ного интегрирования исходной системы (7).

5. СРАВНЕНИЕ АЛГОРИТМОВ
РЕГУЛИРОВАНИЯ

Сравнение различных алгоритмов регулиро�
вания проводится на примере развёртывания
КТС в вертикальное положение по закону [5]

2 0 0( )L KT m aL bV cL= Ω + − .     (19)

где 0 4 .6a = , 0 3 .5b = , 0 1 .6c =  – парамет�
ры закона;

3 0 0 0KL м=  – конечная длина троса;
6 .9kτ =  – конечное время.

На рис.2 показано изменение коэффициен�
тов обратной связи 1,2 ( )p τ  ( 1 ( )p τ  � пунк�
тирная линия, 2 ( )p τ  � сплошная линия), вы�
численное в соответствии с методом АКОР в
случае, когда весовые коэффициенты критерия
(13) равны 0 .1c = , a E= , где E  – единич�
ная матрица. Закон (19) близок к закону, кото�
рый использовался в тросовом эксперименте
YES2 [6], проведенном на КА “Фотон М3” в сен�
тябре 2007 года, на первом этапе развёртывания.
При управлении в этом эксперименте измеря�
лись только ошибки по длине и скорости выпус�
ка троса, то есть полагалось, что 3,4 ( ) 0p τ = .
Поэтому здесь также было проверена такая воз�
можность упрощения регулятора. Оказалось, что
такое упрощение регулятора практически не из�
меняет величину критерия оптимальности (13)
(менее одного процента) и вполне оправдано.
Дальнейшее упрощение регулятора связано с
использованием постоянных коэффициентов
обратной связи в сочетании прямыми методами
оптимизации. В этом случае минимизируется
критерий оптимальности (13), который после
упрощения регулятора зависит только от двух
параметров ( )1 2,J p p . В этом случае регуля�
тор настраивается путём оптимизации заданно�
го критерия непосредственно по нелинейной мо�
дели движения с помощью методов нелинейного
программирования. Преимуществом такого под�
хода является использование его в сочетании с
любой (даже очень сложной) моделью движения
и любым (даже неклассическим) критерием оп�

Рис. 2. Изменение коэффициентов обратной
связи критерия оптимальности, вычисленных

с использованием метода АКОР
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тимальности, а также с возможностью учёта не�
которых ограничений, например, ограничений на
вращательное движение груза, на силу натяжения
троса и других.

При решении задачи прямым методом при�
менялись: 1) на предварительном этапе про�
стой случайный поиск по параметрам 1 2,p p ;
2) на заключительном этапе циклический ме�
тод координатного спуска [7]. Результаты оп�
тимизации: коэффициенты обратной связи

1 23 .7 238 , 5 .8 261p p= = .  Для сравнения
полученных алгоритмов регулирования было про�
ведено статистическое моделирование процесса
развёртывания КТС по закону (19) при количестве
испытаний 500. Случайно разыгрывались отно�
сительная скорость отделения груза от КА
и направление отделения по отношению к
местной вертикали. Скорость изменялась в
пределах (0 ) [2 .3 5 / , 2 .65 / ]rV м c м c∈ ,
на пр а вле ни е  от деле ни я  в  пр е дел а х

(0 ) [ 5 , 5 ]гр а д гр адθ ∈ − . Рассматривал�

ся плоский случай движения КТС и равномерные
законы распределения указанных величин. Гистог�
раммы распределения критерия оптимальности
для случая использования коэффициентов мето�
да АКОР и коэффициентов, полученных прямым
методом оптимизации, приводятся соответствен�
но  на рис. 3 и рис. 4. Сравнение приведенных гра�
фиков показывает, что гистограммы отличаются
незначительно, что подтверждается незначитель�
ным отличием оценок математических ожиданий
(288 и 252) и стандартных отклонений (199 и 186)
для критерия оптимальности (13).

6. ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ И ВЫВОДЫ

1. С использованием уравнений Лагранжа по�
строена математическая модель движения КТС,
предназначенная для сравнения оптимальных и
приближенно оптимальных алгоритмов регули�
рования при управлении движением КТС.

2. Проведён синтез линейного регулятора для
развёртывания КТС с помощью классического
метода динамического программирования Бел�
лмана (метод АКОР) и показано, что получен�
ную структуру регулятора можно упростить,
учитывая только ошибки по длине и скорости
выпуска троса.

3.  Произведено сравнение регуляторов, по�
строенных с помощью классического метода и с
помощью прямого метода оптимизации при по�
стоянных коэффициентах обратной связи, и  ус�
тановлено, что переходные процессы в системе
регулирования в этих случаях мало отличаются
друг от друга.

4. Проведено статистическое моделирование
процесса развёртывания КТС, на основании ко�
торого построены гистограммы распределения
критерия оптимальности для оптимальных и при�
ближенно оптимальных алгоритмов регулирова�
ния, и показано, что статистические оценки основ�
ных параметров распределения для рассматрива�
емых алгоритмов отличаются незначительно.

Данная работа выполнена при поддержке
Министерства образования и науки РФ в рам�
ках реализации мероприятия 1.3.2 ФЦП “Науч�
ные и научно�педагогические кадры инновацион�
ной России” на 2009�2013 годы.
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The optimal and approximately optimal algorithms of regulation providing program expansion space tether
system are considered. The system consists of a spacecraft and a payload connected by a tether. Synthesis of
an optimal regulator by means of a classical method of dynamic programming Bellman is made. As a result of
the analysis of classical algorithm of regulation possibility of its essential simplification practically without
loss of quality of control is shown. Statistical modeling for the concrete program of expansion tether systems,
confirming possibility of use of optimum algorithms of regulation offered approximately is spent.
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