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Для решения задачи о приближении функ�
ции, заданной на точечном множестве установ�
ленного числа переменных, необходимо найти
удобный и точный способ ее аналитического пред�
ставления. К таким способам относятся: интерпо�
ляция, точечное аппроксимирование и сплайн�
аппроксимация [1, 2, 3]. В рассматриваемом слу�
чае интерполяция не является подходящим
способом, так как большое число узлов интерпо�
ляции приводит к громоздким выражениям для
многочленов. Кроме того, значения координат
точек содержат случайные ошибки, которые при
интерполировании могут исказить реальный вид
процессов деформирования. В этом смысле более
приемлемым оказывается точечное аппроксими�
рование на основе метода наименьших квадратов.
При этом аппроксимирующий полином можно
весьма просто и удобно находить с помощью ор�
тогональных функций. Вместе с тем, при точеч�
ном аппроксимировании требуется значительное
количество точек. Их число должно быть особен�
но велико при выборе высокой степени аппрок�
симирующего полинома, что является существен�
ным ограничением рассматриваемого способа.

 Предлагается первоначально рассматривать
промежуточное приближение к контурам петель
гистерезиса с помощью сплайн�аппроксимации, в
результате чего приближаемая функция оказывает�
ся заданной уже не на точечном множестве, а на ко�
нечных отрезках соответствущих переменных. В
дальнейшем, с помощью интегрального аппрокси�

мирования промежуточного приближения, можно
осуществить переход от кусочно�полиномиальных
функций к обычным алгебраическим многочленам.

Простота и точность промежуточного прибли�
жения достигается применением сплайнов первой
степени (рис. 1, 2) в сочетании с выбором опреде�
ленного количества точек (от 10 до 30) и системы
неравно отстоящих абсцисс (к)

кi ix x A= ⋅ . Подоб�
ный выбор преследует основную цель: как можно
полнее и достовернее отразить особенности про�
цессов деформирования виброизоляторов [4, 5].

Запишем уравнение деформации для c отрез�
ков процессов нагрузка и разгрузки  K�ой петли
гистерезиса семейства номера l
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Причем для уменьшения погрешностей в
определении полигональных функций, необхо�
димо определить среднеарифметические значе�
ния ( )(к )

н ,iR l , ( )(к )
н ,iB l  и ( )(к )

,p iR l  и ( )(к )
,p cB l  при дос�

таточно большом количестве повторяемых изме�
рений [6]. Вместе с тем при полигональной
форме описания петель гистерезиса их площадь
оказывается заведомо меньше искомой. Подоб�
ные проблемы могут быть в значительной мере
решены выбором достаточно большого количе�
ства точек (например, в два раза по сравнению с
вышеуказанным количеством), но значительно�
го уменьшения повторяемых измерений.
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При таком подходе уменьшение погрешности
определения петель гистерезиса обеспечивается за
счет описания их процессов нагрузки и разгрузки
кусочно�линейными отрезками. Каждый из них дос�
тавляет равномерное приближение по Чебышеву на
множестве из трех точек, последовательно следую�
щих группами друг за другом (отрезки 2 см. рис. 1).

Тогда для каждых c* отрезков (c*=0,5с) мож�
но записать выражение (1) в виде:

*
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Изменяя индекс “н” на “р” можно записать
аналогичные выражения для 

( )(к)
,p jR l

 и 
( )(к)

,p jB l
.

Для решения задачи об интегральном апп�
роксимировании промежуточного приближения
с помощью ортогональных полиномов необходи�

мо представить приближаемую функцию на еди�
ничных отрезках [1, �1] значений всех перемен�
ных. Это легко осуществляется с помощью со�
ответствующих замен переменных A и q  на ,A q :
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Точность аппроксимаций определяется вы�
бором вида ортогональных многочленов.

Широкое распространение в задачах приближе�
ния получили ортогональные многочлены Якоби,
частным случаем которых являются полиномы Че�
бышева и Лежандра [2]. Главное их отличие заклю�
чается в выборе вида весовых функций, что приво�
дит в приближениях как бы к различному закону
распределения погрешностей по длине отрезков [�
1,1]. При выборе весовой функции необходимо учи�
тывать характер поведения приближаемой функ�
ции на отрезках [�1,1]. Нелинейность процессов де�
формирования виброизоляторов с сухим трением,
в том числе и из материала МР в наибольшей сте�
пени проявляется на концах отрезков, где и требу�
ется повышенная точность аппроксимаций. Таким
свойствам обладают полиномы Чебышева. Заме�
тим, что эти полиномы широко применяются для
решения многих задач, связанных с вопросами виб�
роизоляции [4, 7, 8]. Указанные обстоятельства по�
зволяют выбрать полиномы Чебышева в качестве
аппроксимирующих.

Рассмотрим вопрос об аппроксимации K�ой
петли гистерезиса семейства l  в классе непре�
рывных и разрывных функций.

В первом случае необходимо, чтобы на мно�
жествах значений x  было задано недостающее
множество значений скоростей (к)( )

ix
l&  [8].

Тогда задача интегрального аппроксимирова�
ния петли гистерезиса (3) полиномами Чебы�
шева, обеспечивающими минимальную сред�
неквадратическую погрешность приближения

при весовых функциях ( ) 1
2

1( ) 1f x x
−

= −Рис. 1. Построение промежуточного приближения
контура петли гистерезиса (вариант 1)

Рис. 2. Построение промежуточного приближения петель гистерезиса (вариант 2):
а – срединная линия; б – гистерезисная функция
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( )(к)v l  – амплитуда скорости при циклическом
деформировании. Установим ограничения, на�
кладываемые на вид множества ( )(к)x l& .

При решении задачи об аппроксимации в
форме (4) коэффициенты 
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Для упрощения дальнейших записей индек�
сы (l ) и (к) будем опускать.

С помощью подстановки 1cosx = ϕ  можно
представить разложение петли гистерезиса в виде
ряда Фурье из четных и нечетных слагаемых
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Здесь и далее индексы (l ) и (к) для упро�
щения записей исключаются, но при этом под�
разумевается зависимость функций и их коэф�
фициентов от номеров семейств (l ) и петель
гистерезиса (к).

Введением новой переменной 2cosy = ϕ

(где 2 1 2
π

ϕ = ϕ + ), форму петли гистерезиса

можно описать только в классе четных функций,
но уже двух переменных x  и y  [4]. Следова�
тельно, при разложении функции Ф по перемен�
ным x  и x&  можно применять полиномы Чебы�
шева первого рода, а коэффициенты разложения
определятся с помощью (6), но при условии

2| 1 |x y x≡ = σ −& ,                    (7)

где σ – ступенчатая функция.
При таком ограничении форма петли гистере�

зиса не зависит от скорости. При невыполнении
условия (7) форма петли зависит от скорости ix& .

С учетом соотношений (1), (7) проинтегри�
руем (6) и запишем
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c
 для с�

го отрезка ломанных.
В качестве примера приведем зависимости

коэффициентов 
1 2

Pλ λ  от 
1 2

aλ λ  при m=5 [8]:
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40 404P a= ; 50 508P a= ; 11 11 31 133 3P a a a= − − ;  

21 21 41 232 8 6P a a a= − − ; 31 314P a= ; 41 418P a= ;  

(10)

2 2 2 24P a=  ; 32 328P a=
Рассмотрим аппроксимацию петли гистере�

зиса с помощью полиномов Чебышева, представ�
ленных в классе разрывных функций. В этом
случае форма петли гистерезиса описывается с
помощью двух функций:

( , , ) ( , , )c mR Ф x A q Ф x A q= + σ ,
причем первая из них описывает срединную ли�
нию петли гистерезиса (условную упругую со�
ставляющую), а вторая – неупругую составляю�
щую (гистерезисную функцию) (см. рис. 2).

 Эти функции можно представить в виде
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Задачу интегрального аппроксимирования
формы петли гистерезиса сформулируем в виде
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обеспечивающим наилучшее приближение раз�
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дельно для функций Ф
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Коэффициенты 
1cP λ  и 

1mP λ  линейно зависят
от коэффициентов 

1c
a λ  и 

1ma λ , которые вычис�
ляются с помощью соотношений
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В частности, для m=5:

0
0 2 42
aP a a= − + ; 1 1 3 53 5P a a a= − + ;

 2 2 42 8P a a= − ; 3 3 54 20P a a= − ;

 4 48P a= ; 5 5160P a= .  (15)

Таким образом, рассмотрены два варианта
аппроксимации петли гистерезиса. Полученные
соотношения (8), (9) для варианта  (4) и (13),
(14) для варианта (11) позволяют определять
значения коэффициентов полиномов (10) и (15)
для разложений (5) и (12), соответственно.

На рис. 3 в качестве примера представлены
результаты аппроксимации петель гистерезиса
для различных амплитуд прогибов виброизоля�
торов из МР типа ДК.

Сравнение экспериментальных данных с расчет�
ными, полученными с помощью аппроксимирующих

многочленов третьей степени (m=3), показало дос�
таточно точное их совпадение при гармоническом
законе изменения прогибов виброизолятора.
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Рис. 3. Поле петель гистерезиса
виброизоляторов типа ДК:

· – экспериментальные данные;
–––– – результаты аппроксимации
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The method of approximation of loops of a hysteresis of multicontact systems of dampers with a dry friction is
based on experimental definition and approximation of in advance found set of initial families of loops of a hysteresis
or initial lines, an establishment of values of factors of plane�parallel carrying over of their initial processes or points
of initial lines and a finding of functional communications of factors of approximation of initial set of processes of
deformation and initial set of lines with is constructive�technological parameters of dampers.
Key words: loops of hysteresis, spline�approximation, polynomials of Chebyshev, decomposition of Fourier,
double bluebell, results of approximation, experimental information.
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