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Моделирование как метод исследования тех�
нологических процессов, в том числе и испыта�
ний, которые являются объектами управления,
включают в себя два основных этапа: построе�
ние модели и использование ее для исследова�
ния свойств и поведения объекта. Одному и тому
же объекту�оригиналу в зависимости от целей
моделирования может соответствовать большое
число моделей, отражающих разные его сторо�
ны и потому имеющих, как правило, разную
структуру. Математическая модель объекта уп�
равления включает математическое описание
связей между основными переменными и огра�
ничения, накладываемые на их изменение. Ма�
тематические модели, используемые в САПР,
должны быть предельно простыми, иметь стан�
дартную форму и обеспечивать достаточную точ�
ность. Построение математической модели со�
стоит из следующих основных этапов:

� выделение объекта моделирования (в
пространстве, во времени и в координатах его
проведения);

� выбор вида модели и способа ее разработки;
� разработка модели, включая ее иденти�

фикацию.
К построению математической модели

объекта управления приступают при условии,
что известна цель управления. При этом необ�
ходимо иметь в виду, что конечной задачей ис�
следований, при создании САПР испытаний,
является разработка алгоритма и лингвистичес�

кой модели управления. Учитывая изложенное
и, исходя из объема первого этапа внедрения в
управление испытаниями СВТ, выделим объек�
ты моделирования в пространстве. Для этого
ограничимся агрегатами: насосной станцией и
стендом ресурсных испытаний подъемников.

Далее эти два объекта выделим во времени.
Период моделирования во времени должен со�
впадать с расчетным интервалом времени, на
котором задан критерий управления. Для обору�
дования непрерывного действия – это, как пра�
вило, межремонтный срок (межрегламентный
период); для оборудования периодического дей�
ствия – длительность рабочего цикла.

Работу гидравлической насосной станции мо�
жем отнести к оборудованию непрерывного дей�
ствия, поэтому математическая модель контроля
работы станции должна охватывать период меж�
ду двумя очередными обслуживаниями станции.

Математическая модель стенда ресурсных
испытаний подъемников по времени должна ох�
ватывать период времени выполнения одного
блока испытаний, то есть время выполнения
9375 циклов функционирования и повторно �
статических нагружений.

Выделение объекта моделирования в про�
странстве координат его проведения тесно свя�
зано с выбранной целью управления, так как из
всей совокупности входных воздействий, вли�
яющих на ход процесса, и входных переменных,
характеризующих протекание процесса, необ�
ходимо выбрать те величины, которые будут из�
меняться при решении задачи исследования
или управления [2]. К этим величинам относят�
ся управляющие воздействия nuuu ,..., 21 , ко�
торые являются целенаправленно изменяемы�
ми в процессе управления входными воздей�
ствиями, и управляемые  переменные
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mxxx ,..., 21 , относящиеся к тем выходным пе�
ременным, информация об изменении которых
используется для формирования управляющих
воздействий. Остальные входные воздействия

lzzz ,..., 21 следует отнести к возмущающим, а
выходные переменные к неуправляемым. Воз�
мущающие воздействия следует классифициро�
вать как внешние, связанные с подачей энергии,
и внутренние, связанные с состоянием обору�
дования. При составлении математической мо�
дели рекомендуется использовать преимуще�
ственно векторную форму записи:

{ }xxx nx L,, 21=

{ }yyy n
y L,,

21
=

{ }zzz nz L,, 21= .
Для исследования процессов управления  су�

ществует большое количество методов создания
математических моделей описывающих работу
тех или иных технических систем. В исследова�
ниях процессов управления испытаниями оценим
возможность использования трех из них.

Метод конечных элементов (МКЭ) – чис�
ленный метод получения приближенных реше�
ний для широкого круга инженерных задач [95].
В настоящее время он распространился на реше�
ние задач механики сплошных сред. Приложение
МКЭ может быть разделено на три категории в
зависимости от природы решаемой задачи.

К первой категории относятся задачи, извес�
тные как задачи равновесия, независящие от вре�
мени. При решении этих задач необходимо най�
ти распределение температур, давлений и ско�
рости в механике потоков.

Ко второй категории относятся задачи соб�
ственных значений механики твердого тела и
потоков. Это задачи,  не зависящие от времени,
при решении которых определяются значения
собственных частот и форм колебаний твердых
тел и потоков. Примерами этих задач могут яв�
ляться такие как определение условий устойчи�
вости конструкций и ламинарных потоков, а так
же колебаний жидкости в упругих базах.

К третьей категории относятся задачи зави�
симые от времени. Обычно эти задачи формули�
руются из задач первых двух категорий, когда
они начинают зависеть от времени.

МКЭ применим почти  в каждой отрасли тех�
ники, но это не означает, что этот метод являет�
ся наилучшим именно для этой модели. В кон�
тинуальных задачах поле переменных (давление,
температура, перемещение, напряжение и дру�
гие параметры) принимает бесконечное множе�
ство значений, поскольку это есть функция от�
дельной точки системы (тела). Следовательно,
такие задачи имеют бесконечное множество не�

известных. Для сведения к конечному числу не�
известных рассматриваемую область (систему)
разбивают на элементы и выражают неизвестное
поле внутри каждого элемента через аппрокси�
мирующие функции. Аппроксимирующие фун�
кции определяют через значения поля перемен�
ных в отдельных точках, которые называют уз�
лами элементов. Узлы обычно выбирают на
границах элементов. Кроме наружных узлов мо�
гут быть и внутренние узлы, которые лежат внут�
ри элемента. Узловые точки и аппроксимирую�
щие функции полностью определяют поле пере�
менных внутри элемента. Результаты решения и
степень погрешности зависят от числа и разме�
ров используемых элементов, а так же от выбран�
ных аппроксимирующих функций. Эти функции
нельзя выбирать произвольно, так как они долж�
ны удовлетворять условиям совместимости.

Точность, с которой множество отдельных
частей описывают целое, обычно зависит от чис�
ла, размеров и типа элементов.

Началом составления математической моде�
ли по МКЭ является дискретизация какой�либо
системы, то есть замены реальной системы иде�
ализированной системой, состоящей из отдель�
ных элементов, которые соединяются друг с дру�
гом в отдельных точках, называемых узлами. В
примере гидравлической насосной станции мож�
но гидравлическую систему разделить на состав�
ные части: гидробак, фильтр, гидравлический
насос, радиатор охлаждения, магистрали между
вентилями и гидравлическими редукторами.

Рассмотрим гидравлическую систему, пред�
ставленную на рис. 1.

Гидравлическая система состоит из несколь�
ких пересекающихся ветвей. Необходимо найти
давление и расход исходящий как из насоса, так
и в каждом элементе этой системы.

Разобьем систему трубопроводов на конеч�
ные элементы. Как видно из рис. 1 идеальная
система состоит из 15 узлов и 20 элементов. Вы�
делим отдельно элемент (рис. 2).

Рис. 1.  Гидравлическая схема
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Зависимость перепада давлений Р и расхода
Q описывается законами гидравлики. Если пред�
положить что поток ламинарный, то перепад дав�
лений между узлами 1 и 2 можно получить че�
рез выражение:

 D
LPP

Q
421

128

π
μ=− ,  (1)

где L –длина трубы, Q – расход жидкости, D –
диаметр трубы, μ  – динамическая вязкость
жидкости.

Выражая потоки для каждого узла можно
записать:
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или  [ ] { } { }QPp ⋅=λ , (4)

где [ ]λ p  – матрица текучести;

{ }P – вектор узловых давлений;

{ }Q  – вектор узловых потоков.

Эти матричные уравнения представляют
математическую модель элемента гидравличес�
кой системы. Потери давления на вентилях не
учитываются. Обычно их учитывают введением
в систему исполнительных труб с эквивалентной
длиной. Рассмотренные уравнения справедливы
только для ламинарного потока. Задачи с турбу�
лентным потоком становятся нелинейными и
для изучения этих процессов применяются дру�
гие законы гидравлики.

 Математическая модель всей приведенной
гидравлической системы будет представлять
совокупность матричных уравнений являю�
щихся моделями отдельных участков гидравли�
ческой системы.

Вариационный метод – основан на примене�
нии вариационного исчисления для создания ма�
тематических моделей. Вариационное исчисле�

ние занимается задачей отыскания наибольших
и наименьших значений функционалов, опреде�
ленных на множестве линий и поверхностей. То
есть экстремальными значениями, где исследова�
ние экстремумов проводят методом вариаций
малого возмущения аргументов и функционалов.
Задачи, относящиеся к вариационному исчисле�
нию, в этом смысле, являются конкурирующими
дискретным задачам оптимизации. Весьма широ�
кий круг задач описывает следующая схема. Тре�
буется минимизировать функционал:

∫ ′=
x

x
dxyyxFxYJ

2

1

),,())(( ,

где ( )yyxF ′,,  некоторая известная функция
трех переменных в классе С (класс допустимых
функций или функций сравнения).

Пусть Е – класс функций сравнения функ�
ционала J .  Функционал J имеет в этом классе
относительный минимум (максимум), реализу�
емый функцией Exy ∈)( , если для любой фун�
кции Exy ∈)(  выполняется неравенство

))(())(( xyJxyJ ≥  [ ]))(())(( xyJxyJ ≤ , то есть
приращение функционала ))(())(( xyJxyJJ −=Δ
неотрицательно (неположительно). Если функ�
ция )(xyy = , принадлежащая к классу функций
сравнения, удовлетворяет граничным условиям и
реализует экстремум функционала, то она явля�
ется решением уравнения (уравнения Эйлера):

0=− ′FF yy dx
d

. (5)

Данное уравнение определяет математическую
модель процесса описываемого с помощью мате�
матической теории оптимального управления.

Метод моделей аппаратов. Аппараты – са�
мые простые среди объектов управления техно�
логическими процессами. Структура и вид мо�
дели аппарата зависят от характера исходной
информации об объекте управления, циклично�
сти его режимов работы и назначения модели [2].
Для определения характера цикличности рабо�
ты во временном интервале функционирования
разрабатываемой модели выделяют время t непр
непрерывного протекания процесса и вре�
мя tпер  осуществления периодического про�
цесса. Цикличность работы технологического
оборудования характеризуется с помощью коэф�
фициента периодичности:

tt
t

непрпер

пер

+
=η  (6)

по значению которого технологические аппараты на
принятом временном интервале разделяют на ап�
параты непрерывного ( )0=η , полунепрерывного
( )10 ≤≤η , и периодического ( )1=η  действия.

Рис. 2. Элемент гидравлической системы

 L 
1P  2P  

Q 
1 D 2 
 

 



383

Механика и машиностроение

Если целью управления аппаратом непре�
рывного действия (АНД) является стабилизация
технологических режимов в соответствии с тех�
нологическим регламентом, то для разработки
соответствующих систем управления использу�
ют наиболее полные модели управляемых объек�
тов, в которых учитываются динамика, нелиней�
ность, возмущающие воздействия. Если возни�
кает задача оптимизации таких объектов, то при
значительной размерности модели ее упрощают,
используя статические, а в некоторых

случаях и линеаризованные модели при ус�
ловии, что их точность будет не ниже требуемой.

Математическая модель аппаратов периоди�
ческого действия (АПД) имеет логико–динами�
ческую структуру. В общем виде она может быть
представлена системой выражений:

( )t

ql

sj x
z

UQU
l

l

ll

q

lj

→

⎪
⎪
⎪

⎭

⎪⎪
⎪
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⎪
⎪

⎩
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⎪

⎨

⎧

=

=
⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ∨→

=

K

K

,2,1

,1,0
1

где l = 1,2,…q. (7)

В левой части выражения в квадратных скоб�
ках приведена логическая часть модели, которая
описывает условия перехода от одной операции
элементарной стадии цикла к другой и может
быть построена с использованием языка цикли�
ческих процессов (ЯЦП). В логической части
модели указан включающий оператор U j , пос�
ле первого знака следования “→ ” дизъюнкция
членов, каждый из которых содержит включаю�
щий оператор U l  и логическое условие Q l

, оп�
ределяющее и внешние воздействия при которых
осуществляется переход. При записи логической
части модели используются комбинационные
функции (функции алгебры логики, функции
суммирования и сравнения), и предикаты или
последовательностные функции (функции па�
мяти, задержки, перехода и т.п.).

Правая часть выражения является динамичес�
кой частью модели, которая описывает реакцию
инерционного объекта на команды, поступившие
в начале операции, возмущающие воздействия

lz . Для разработки этой части модели могут быть
использованы принципы разработки детермини�

рованных моделей статики и динамики. При этом
следует учитывать, что для АПД нестационарный
режим является естественным технологическим
режимом в отличие от АНД, для которых харак�
терен квазистационарный режим, слагающийся
из ряда аналогичных периодически повторяю�
щихся незавершенных переходных процессов. В
этих условиях уравнения динамики АПД, в отли�
чие от уравнений динамики АНД, должны опи�
сывать значительные отклонения управляемых
величин от их начальных и конечных значений.
Поэтому здесь не приемлемы применяемые обыч�
но с целью упрощения динамических моделей
АНД допущения об их стационарности и линей�
ности. Динамическую часть модели чаще всего
представляют в виде дифференциальных уравне�
ний с коэффициентами, являющимися функция�
ми времени или переменных. В некоторых слу�
чаях возможна линеаризация таких моделей за
счет составления математического описания для
каждой операции, и даже микрооперации отдель�
ной стадии. В то же время переход от одной части
цикла к другой может вызвать не только измене�
ния значений коэффициентов дифференциаль�
ных уравнений, но и изменение структуры мате�
матической модели.

Для удобства дальнейшего использования,
особенно при разработке алгоритма управления,
логико�динамическую модель АПД предлагает�
ся представить в виде таблицы [2], в которой
кроме названия операций и стадий процесса,
приводятся соответствующие им управляющие
команды, логические условия, вызывающие по�
явление этих команд, и реакции объекта управ�
ления на эти команды и возмущения. Вариант
АПД приведен на рис. 3.

Выбор метода построения математической
модели технологических  процессов следует ин�
терпретировать следующим образом:

I. Сопоставляя метод конечных элементов и ус�
ловия задачи исследования заключаем следующее.

1.1. Для построения математической модели
работы испытательного стенда или модели кон�
троля параметров энергетического модуля нет
необходимости описывать динамические про�
цессы течения жидкости в гидравлических сис�

Рис. 3. Логико�динамическая модель

Наименование 
операции или стадии 

Логические  
условия 

Команды Основные 
возмущающие 
воздействия 

Реакция  
объекта 

Включение 
гидромотора 

Qвкл Uвкл Zвкл Xвкл(t)

……………. ……………. …………… …………….. …………….
Включение 
гидроцилиндра 

Qxy Uxy Zxy Xxy(t)
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темах испытательных стендов и гидравлических
насосных станций.

1.2. Для составления модели достаточно
формализованного описания изменения вход�
ных и выходных величин процессов работы
стендов и станций.

1.3. Излишне представлять оборудование в
виде сплошной среды с последующим делением
на конечные элементы и описанием каждого из
них уравнениями, составленными на основе за�
конов гидравлики. Это ведет к чрезмерному ус�
ложнению математической модели и далее к
трудностям при составлении алгоритмов и про�
грамм. Так же излишняя сложность модели вле�
чет за собой увеличение количества элементов в
системе управления при аппаратном решении
поставленной задачи управления процессами
испытаний. Из приведенного следует, что МКЭ
для решения задачи управления процессами ис�
пытаний излишне сложен, вследствие чего мо�
жет оказаться малоэффективным.

II. Задачи моделирования, решаемые вариа�
ционным методом, ищут способ оптимизации
процессов. Задача же управления процессом ис�
пытаний определяется жесткой Программой ис�
пытаний, сформулированной в технических ус�
ловиях на изготовление испытуемого изделия
(ОИ). Из этого следует, что испытательному обо�
рудованию задается жесткий режим работы, и
поэтому нет необходимости поиска оптималь�
ных вариантов процесса испытаний.

III. Задаче моделирования процессов управ�
ления испытаниями, по сравнению с рассмотрен�
ными методами, более соответствует метод мо�
делей аппаратов. При  этом математическая мо�
дель аппаратов непрерывного действия лучшим

образом подходит для создания модели процес�
сов контроля параметров работы энергетических
модулей, а математическая модель аппаратов
периодического действия достаточно полно опи�
сывает процесс управления работой испытатель�
ного стенда для испытания подъемников. Дан�
ный метод математического моделирования  до�
статочно прост для аппаратного решения задачи
управления оборудованием.

Исходя из изложенного, для дальнейшего
исследования и формализации процессов в ра�
боте используется метод моделей аппаратов.

На основании вышеизложенного следует от�
метить, что метод моделей аппаратов с матема�
тической точки зрения вполне приемлем для
исследований производственно�технологичес�
ких процессов ресурсных испытаний и работы
технологического оборудования этих испыта�
ний, поскольку для проектирования моделей
достаточно формализованного описания измере�
ний входных и выходных величин соответствую�
щих процессов работы испытательных стендов,
приборных комплексов и станций (гидравличес�
ких, пневматических и др.).
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