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Явление гистерезиса хорошо известно в фи�
зике, технике, экономике и других отраслях на�
уки. В физике гистерезисные зависимости встре�
чаются у различных материалов с нелинейным
откликом на внешнее воздействие, в частности
у ферромагнетиков и нелинейных диэлектриков.

В настоящее время имеется достаточно мно�
го математических моделей гистерезисных зави�
симостей [1�3]. Имеющиеся модели гистерезиса
построены на решении нелинейных дифферен�
циальных уравнений, либо на введении нелиней�
ных гистерезисных членов в линейные уравне�
ния. Подобным образом построены модели
Прайсаха, Джилеса�Атертона, Хаузера и другие.
Использование нелинейных уравнений приво�
дит к значительному усложнению модели из�за
того, что трудно получить универсальное реше�
ние и интерпретировать результаты. В случае
линейного уравнения сложно найти достаточно
простую добавку, которая не приводила бы к зна�
чительным математическим трудностям и позво�
ляла бы воспроизвести параметры петли. Если
гистерезисный член прост, как, например, фун�
кция Прайсаха и подобные ей [3], то здесь тре�
буется задание параметров петли, т.е. такой под�
ход позволяет получить только полуэмпиричес�
кие модели. Общим недостатком указанных
моделей является то, что они не позволяют по�
лучить простое аналитическое выражение, по�
зволяющее моделировать петлю гистерезиса.

Поскольку практический метод получения
петли Сойера�Тауэра [4] прост, то можно пред�

положить, что математическая модель гистерезис�
ной петли тоже должна быть не сложной. Из спо�
соба Сойера�Тауэра также следует, что, в отличие
от перечисленных выше, модель должна быть
макроскопической. При разработке модели мы
будем исходить из достаточно очевидного факта,
согласно которому причиной появления петли
гистерезиса является инерционность вещества,
т.е. имеется отставанием по фазе между внешним
воздействием и откликом материала.

Очевидно, что закономерности образования
петли гистерезиса в нелинейных диэлектриках и
ферромагнетиках одинаковы. Для описания маг�
нитных материалов используется соотношение

)(),(),( 0 tHHtB μωμω = ,                (1)
для диэлектриков используется аналогичное
выражение:

)(),(),( tEEtP ⋅= ωαω ,                    (2)
здесь B(t,w) – магнитная индукция, μ

0
 – магнит�

ная постоянная, μ(ω,H)– магнитная проницае�
мость, H(t)� напряженность магнитного поля,
P(t)� вектор поляризации, α(ω,E) � поляризуе�
мость, E(t)� напряженность электрического поля.

Далее будем рассматривать некий абстракт�
ный материал с функцией отклика вида (1), (2):

)(),(),( tXXAtY ωω = ,                (3)
где

tieXtX ω−= 0)(  (4)
– внешнее гармоническое воздействие, A(ω,X) �
коэффициент, зависящий от частоты изменения
внешнего поля ω и амплитуды внешнего воздей�
ствия X(t), или спектральная функция. С мате�
матической точки зрения равенство (3) пред�
ставляет собой параметрическую зависимость,
где t является параметром. Как следует из (3),
форма петли гистерезиса определяется видом
функции A(ω,Х).

Сначала рассмотрим линейный гистерезис. В
этом случае, коэффициент A(ω,X) не зависит от
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амплитуды внешнего воздействия и зависит
только от частоты.

Известно, что форма спектров, как магнит�
ной индукции, так и поляризации, во многих слу�
чаях близки к спектральной функции линейно�
го осциллятора. Для резонансного режима коле�
баний [5] это функция Лоренца:

βωωω
ω
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0

0
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= ,                  (5)

для заторможенного режима– укороченная спек�
тральная функция:
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AA +=+= ,        (6)

где 2
0/2 ωβτ =  – постоянная времени, A

0
 – зна�

чение функции при ω=0. Аналог выражения (6)
в физике диэлектриков известен как функция
Дебая [6]. Графики модуля функций (5) и (6) в
зависимости от частоты показаны на рис. 1а, за�
висимости фазы колебаний от частоты для этих
же функций показаны на рис. 1б. Для описания
заторможенных спектров недебаевского вида
также применяются эмпирические спектральные
функций Коула�Коула и Дэвидсона�Коула [6].

Спектральные функции Лоренца и Дебая
могут быть представлены в виде

ϕωω ieAA −= )()( ,                     (7)
где j � зависящий от частоты фазовый сдвиг от�
клика материала на воздействие внешнего поля.
Будем считать, что реальные спектры с достаточ�
ной точностью могут быть описаны функцией (7).

Таким образом, линейный гистерезис может
быть описан следующей параметрической зави�
симостью:

)(
0)()()(),( ϕωϕ ωωω +−− == tii eXAtXeAtY .(8)

Для того, чтобы проанализировать зависи�
мость формы петли от частоты и фазы построим
график гистерезиса в простейшем виде. Перей�
дём к мгновенным значениям функции (4):

tXtX ωsin)( 0= , аналогично, функция (8) будет:
)sin()sin()()( 00 ϕωϕωω +=+= tYtXAtY .    (9)

Коэффициент Y
0
=|A(w)|X

0
 для простоты пока

будем считать постоянным. Петли гистерезиса
для функции (9) в координатах (X(t),Y(t)) пост�
роены на рис. 2. Как видно из рисунка, петля
линейного гистерезиса представляет собой эл�
липс, ширина и наклон главной оси которого су�
щественно зависит от фазы. Угловой коэффици�
ент главной оси определятся приближенным
выражением:

)2/sin(
)(

2/

2/

ϕπ
ω

ω
ϕπ

ω
ϕπ

−
=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

=
A

X

Y
k ,

 (10)

здесь в скобках указано значение аргумента t
функций X и Y. При нулевой фазе эллипс вырож�
дается в прямую, с угловым коэффициентом
k=Y

0
/X

0
. При ϕ=π/2 главная ось вертикальна,

ширина эллипса максимальна, длины осей рав�
ны Y

0
 и X

0
. При j>π/2 угловой коэффициент ме�

няет знак, и петли с фазой π�ϕ будут зеркальным
отражением петель с фазой ϕ.

Учтем частотную зависимость амплитуды
колебаний. Построим графики для линейного
гистерезиса, используя спектральную функцию
Лоренца (5), в резонансном режиме колебаний
(b=0,1ω

0
), рис. 3а, и для заторможенного режи�

ма (b=5ω
0
), рис. 3б. В резонансном режиме за�

висимость формы петли от частоты и фазы рез�

а б 

Рис. 1. а – зависимость от частоты модуля спектральной функции Лоренца (5);
б – Зависимость от частоты фазы функции Лоренца.

Цифрами на графиках обозначена величина относительного затухания β/ω
0
.

Пунктирная линия – граница между резонансным и заторможенным режимами колебаний.
При затухании выше 3 графики функция Лоренца полностью совпадает с функцией Дебая (6)
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ко выражена вблизи резонансной частоты. При
приближении к резонансу амплитуда, ширина
петли и угловой коэффициент быстро возраста�
ют. При w≅w

рез
 имеется широкая симметричная

вертикальная петля большой амплитуды. На бо�
ковых спадах резонансной кривой петли имеют
малую амплитуду и ширину. Из рисунка видно,
что боковые петли несимметричны относитель�

но частоты резонанса, это следствие асимметрии
спектральной функции. При малых затуханиях
(b<0,1ω

0
) эти различия будут невелики, при

больших затуханиях (b>0,1ω
0
), возникает значи�

тельная асимметрия. Также следует учитывать,
что ω

рез
 заметно отличается от ω

0
, и ϕ

рез
<π/2 [5],

соответственно, амплитуда вертикального эл�
липса (ϕ=π/2) будет меньше амплитуды наклон�
ной петли соответствующей ω=ω

рез
 (рис. 3а).

Если Y
0
>>X

0
, что обычно выполняется для

нелинейных материалов, то можно считать, что
при малых значениях отклика Y(t,ω) боковая
образующая петли – прямая, и ее наклон совпа�
дает с наклоном главной оси и определяется вы�
ражением (10).

В отличие от резонансного режима, для за�
торможенных колебаний (b>ω

0
) и амплитуда, и

фаза меняются плавно в широком диапазоне ча�
стот. Как видно из рис. 3б, с ростом частоты пет�
ля плавно уширяется, её амплитуда снижается.
При нулевой фазе (ω≅0) эллипс вырождается в
прямую угловым коэффициентом k=Y

0
/X

0
, это

значение углового коэффициента максимальное.
Симметричная петля (ϕ=π/2) имеет очень ма�
ленькую амплитуду.

Как следует из рис. 1б, для резонансного ре�
жима колебаний фаза меняется достаточно рез�
ко от 0 до �π, в узкой области частот вблизи ре�
зонанса. При больших затуханиях (заторможен�
ный режим) фаза будет ненулевой практически
во всем интервале рабочих частот, диапазон из�
менения фазы от 0 до �π/2. Отсюда следует, что

Рис. 2. Графики для линейного гистерезиса,
функция (9). Цифрами на графиках

обозначена величина фазового сдвига

   а    б 

Рис. 3. а – линейный гистерезис для резонансного режима колебаний, спектральная функция (5), β/ω
0
=0,1

б – линейный гистерезис для заторможенного режима колебаний, спектральная функция (5), β/ω
0
=5

 Цифрами на графиках обозначена величина фазового сдвига Петля с  ϕ=84,2о на рисунке а
соответствует максимуму модуля спектральной функции (5)
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в резонансном режиме петля имеет заметную
ширину только в области резонанса (ϕ≅w

рез
), в

заторможенном режиме ширина петли будет не�
нулевой практически во всём диапазоне частот,
где имеется заметная амплитуда колебаний. Для
заторможенных колебаний угловой коэффици�
ент петли может быть только положительным, в
резонансном режиме он может менять знак.

Очевидно, что линейный гистерезис во мно�
гом подобен фигурам Лиссажу.

Рассмотрим характерные точки петли и най�
дем их связь с параметрами входного воздей�
ствия и отклика материала. Из рисунков видно,
что ширина и наклон петли существенно зави�
сят от фазового сдвига и отношения Y

0 
/X

0
. Най�

дём ширину петли по точкам пересечения оси
ОХ, из равенства: 0)sin()(),( 0 =+= ϕωωω tYtY .
Отсюда ωt=�ϕ+πn, подставляем этот аргумент в
функцию внешнего воздействия и получаем зна�
чение коэрцитивной силы:

)sin(0 ϕXX =Δ .                    (11)
Соответственно, ширина петли будет равна

2ΔХ. Таким образом, ширина петли определяет�
ся только величиной входного воздействия и
фазой отклика.

Для описания нелинейного гистерезиса нам
необходимо найти спектральную функцию, ко�
торая бы зависела от частоты и фазы, и от амп�
литуды. Зависимость спектральной функции от
амплитуды отклика наблюдается только для не�
линейных осцилляторов [7]. Но, чтобы не услож�
нять задачу, мы будем считать колебания линей�
ными. Поскольку спектральные функции линей�
ного осциллятора не зависит от амплитуды,
попробуем сконструировать нужную функцию,
используя спектральные функции (5), (6) и име�
ющиеся функции насыщения.

В настоящее время известна только одна те�
оретически обоснованная функция насыщения
– это функция Ланжевена, которая использует�
ся как в теории магнетизма так и в физике диэ�
лектриков [8]:

a
acthaL 1)( −= . (12)

Для диэлектриков величина kTEpa /0= ,
где p

0
 – элементарный дипольный момент час�

тиц, участвующих в процессе поляризации, k –
постоянная Больцмана, T – температура. В тео�
рии магнетизма kTHma ef /0= , где m

0
 – эле�

ментарный магнитный момент, H
ef

– эффектив�
ное поле [8]. График функции Ланжевена по�
казан на рис. 4.

В теории Ланжевена рассматривается маг�
нитное поле, действующее на отдельно взятый
домен внутри материала. Но внутри материала
действует эффективное поле, которое является

суперпозицией внешнего и внутреннего (реак�
тивного) полей [8].

iref FFF
rrr

+= ,                              (13)
где rF

r
 – реактивное поле материала, iF

r
 – внеш�

нее поле. Реактивное поле появляется как отклик
материала на внешнее воздействие и, следова�
тельно, зависит от частоты. В магнитных мате�
риалах это молекулярное поле Вейсса, в диэлек�
триках – локальное поле Лоренца. Для нелиней�
ных материалов, как правило, ir FF >> ,
следовательно ref FF

rr
≈ . Очевидно, что реактив�

ное поле пропорционально отклику материала на
внешнее воздействие вида (9), т.е.

)sin()(0 ϕωω += tAFFr ,             (14)
где F

0
 – постоянный коэффициент. Отсюда

)sin()(0
0 ϕωω += tAF

kT
ma , (15)

здесь, m
0
 – элементарный момент, F

0
 – амплитуд�

ный коэффициент, определяемый свойством
материала.

Авторами настоящей работы из нестрогих
рассуждений получена ещё одна функция насы�
щения, которая более точно описывает насыще�
ние нелинейных материалов с прямоугольной
петлёй гистерезиса:

)1())(()( /)( ξtF
r

retFsignXS −−= ,    (16)
где ξ  – некоторый коэффициент, определяе�
мый свойствами материала. График этой фун�
кции приведён на рис. 4. Функция (16) также
зависит от реактивного поля вида (14). Из ри�
сунка видно, что различие функций L(a) и S(X)
невелики.

Теперь рассмотрим вопрос о зависимости
амплитуды функции насыщения от частоты.
Максимальная амплитуда приведённых выше

Рис. 4. Зависимость функции Ланжевена L(a) (12)
и экспоненциальной функции насыщения S(F)

(16) от величины реактивного поля
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функций не зависит от частоты и равна 1. Для
того, чтобы учесть спектральную зависимость
амплитуды необходимо ввести множитель в виде
модуля спектральной функции. Таким образом,
сейчас мы можем записать обобщённую спект�
ральную функцию, зависящую от амплитуды,
частоты и фазы:

),()(),,( ωωω roso FSAYXtA = ,       (17)
где S

о
 –обобщённая функция насыщения, Y

s
 –

амплитудный множитель. Поскольку амплиту�
да нелинейного гистерезиса будет заведомо
меньше амплитуды линейного гистерезиса,
здесь введён амплитудный множитель Y

s
, рав�

ный отношению амплитуд нелинейного и ли�
нейного процессов. Очевидно, что произведе�
ние Y

s
|A(ω)| равно насыщенному значению фун�

кции (17). Частотная зависимость реактивного
поля определяет форму петли, спектральный
множитель влияет на её амплитуду. Построим
петлю гистерезиса с помощью равенства (17).
В качестве функции насыщения используем
функцию Ланжевена. Графики функции (17)
показаны на рис. 5.

Как видно из рисунка, зависимость ампли�
туды, угла наклона и ширины петли от частоты
и фазы такая же, как и для линейного гистерези�
са. Петли с большой амплитудой имеют закруг�
лённые концы. Это свойство функции Ланжеве�
на, которая описывает процесс достаточно плав�

ного насыщения. Для материалов с более резким
насыщением, предпочтительнее использовать
экспоненциальную функцию (16).

Найдём характерные точки нелинейной
петли. При малых амплитудах функцию насы�
щения можно считать линейной, следователь�
но, ширина петли определяется так же, как и
для линейного гистерезиса (11), соответствен�
но коэрцитивная сила равна полуширине пет�
ли: ϕsin0XX c = . Найдём значение функции
(17) при X(t)=0, для магнитных материалов
эта величина называется остаточной намагни�
ченностью. Из условия: ωt=0 находим значе�
ние реактивного поля для этой точки:

)sin()(00 ϕωAFFr = , и далее находим соответ�
вующее ему значение функции насыщения
S

о
=f(F

r0
).

Определим наклон боковых образующих не�
линейной петли. Разложим функцию Ланжеве�
на в ряд на линейном участке в окрестности нуля
L(a))≅a/3 [8], откуда, используя (14) и (15) по�
лучаем:

)sin()(
33

),( 0
00 ϕωωω +== tAF

kT
mYF

kT
mYtY s

ef
s . (19)

Далее, по аналогии с (10), находим угловой
коэффициент:

)2/sin(
1

3
0

0

0

ϕπ −
=

kT
m

X
FY

k s
,           (20)

Если также разложить в ряд экспоненциаль�
ную функцию насыщения (16), то полученный
угловой коэффициент будет совпадать с (20) с
точностью до постоянных множителей. Из ра�
венства (20) следует, что по наклону линейной
петли гистерезиса можно определить амплиту�
ду напряженности внутреннего поля F

0
.

Для того, чтобы показать применимость раз�
работанной выше модели для описания гистере�
зисных зависимостей реальных материалов ав�
торами были сняты гистерезисные зависимости
для феррита НМ2000 и трансформаторного же�
леза. Феррит имеет выраженную резонансную
зависимость магнитной проницаемости от час�
тоты с резонансной частотой fH.400 кГц. В ли�
нейном режиме гистерезисные зависимости для
феррита точно повторяли приведённые на рис.
3а. В нелинейном режиме петли имели форму,
близкую к приведённым на рис. 5. Для трансфор�
маторного железа, имеющего АЧХ дебаевского
вида, как линейные, так и нелинейные петли в
основном подчинялись общим закономерностям,
показанным на рис. 3б. Отсюда следует, что по�
лученная модель позволяет описать поведение
реальных материалов и найти связь формы пет�
ли и свойств материала.

Рис. 5. Гистерезисная зависимость функции
Ланжевена от величины внешнего воздействия.

Цифрами на графиках обозначена величина
фазового сдвига
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