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ВВЕДЕНИЕ

Уравнения Максвелла�Блоха широко ис�
пользуются в лазерной физике для моделиро�
вания динамики широкоапертурных лазерных
систем, работающих на одной продольной
моде [1�3].  В [4] рассмотрена автомодельная
форма уравнений Максвелла�Блоха с адиаба�
тически исключённой поляризацией  и пока�
зано, что в ней реализуется режим устойчи�
вых двухчастотных колебаний. Найдены так�
же условия перехода к хаосу через каскад
бифуркаций удвоения периода тора. В [5] ус�
тановлено, что рождение устойчивого двумер�
ного эргодического тора происходит из зам�
кнутой особой кривой, а не из предельного
цикла. В [6] найдена аналитическая аппрокси�
мация, удовлетворительно описывающая ди�
намику системы вблизи точки рождения тора.
В [7] показано, что описанные автомодельные
структуры и сценарий перехода к хаосу реа�
лизуются также при решении распределенных
уравнений Максвелла�Блоха с адиабатически
исключённой поляризацией.

В настоящей работе показана возможность
возникновения сложной поперечной структуры
оптического поля и переход к хаосу в лазере мо�
делируемом полной распределённой системой
уравнений Максвелла�Блоха, учитывающей ко�
нечность времён релаксации не только разно�
сти населенностей двухуровневой среды (как в
[4�7]),  но и её поляризации.

1. ОСНОВНЫЕ УРАВНЕНИЯ.
РЕШЕНИЯ В ВИДЕ БЕГУЩИХ
ПОПЕРЁК АПЕРТУРЫ ВОЛН

Рассмотрим систему уравнений Максвелла�
Блоха:
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Предполагается, что активная среда двуху�
ровневая и что лазер генерирует на одной про�
дольной моде резонатора Фабри � Перо. Безраз�
мерные время t  и поперечная координата x  свя�
заны с размерными величинами dt  и

dx следующим образом:

id Ttt /= , 2/1)/2( cTkxx id= ,
где iT – время релаксации населенности уровней
активной среды; E  и P  – медленно меняющие�
ся амплитуды электрического поля и поляриза�
ции, обезразмеренные на величины насыщения
амплитуд электрического поля sE  и поляриза�
ции sP  соответственно; tggN /= , где tgg, �
коэффициенты усиления активной среды на цен�
тральной частоте лазерного перехода и потери,
усредненные по длине резонатора; iTγ/1=Γ , где
γ – скорость релаксации поляризации;

ti gcTv = ; tcc cg/)( ωω −=Δ – отстройка час�
тоты генерации от моды пустого резонатора, нор�
мированная на ширину линии резонатора;

γωω /)( −=Δ aa – отстройка от центра ли�
нии усиления активной среды, нормирован�
ная на скорость релаксации поляризации;

tunun ggN /= , где ung – ненасыщенный коэф�
фициент усиления.
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Стационарное однородное нетривиальное ре�
шение системы уравнений (1), соответствует ре�
жиму генерации с постоянной интенсивностью:
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Будем искать решение системы уравнений (1)
в виде волн бегущих поперек апертуры, для этого
используем замену переменных xt βξ −= , где

β/1=w – скорость волны. В этой модели  конеч�
ность лазерной апертуры не учитывается. Выпол�
нив такую замену переменных, перейдем от сис�
темы уравнений в частных производных (1) к си�
стеме обыкновенных дифференциальных
уравнений при этом, полагая EiEE ′′+′=  и

PiPP ′′+′= . В работе [8] аналитически опреде�
лена критическая величина crβ  при которой воз�
никает неустойчивость в предельном случае

0=Γ . Если 0>Γ , то явный вид crβ  не пред�
ставляется возможным определить, поэтому
далее приводится величина 2)/( crββμ = ,
взятая как бифуркационный параметр. Иссле�
дуем динамику лазера в зависимости от μ .
Были сделаны численные расчеты динамики
излучения для условий, которые можно счи�
тать типичными для лазеров класса B :

1,4,2,01.0 −=Δ===Γ aunNν , и при различ�
ных величинах параметра μ .  При малых вели�
чинах μ  поперечный профиль оптического поля
устойчив к малым возмущениям, и остается по�
стоянным во времени. Начиная с величины

9.0=μ , малые возмущения интенсивности на�
чинают усиливаться, динамика системы носит
автоколебательный характер. Амплитуда и фор�
ма автоколебаний зависят от значения парамет�
ра μ .  Бифуркационная диаграмма режимов си�
стемы в зависимости от параметра μ  представ�
лена на рис. 1, при построении диаграммы на оси
абсцисс откладывались значения параметра, а на
оси ординат возможные значения максимумов
интенсивности. В работе [4] по тому же принци�
пу строилась фазопараметрическая диаграмма в
предельном случае  Г = 0. Важным отличием ди�

аграммы полученной в [4] от диаграммы, полу�
ченной в данной работе, является наличие каска�
да бифуркаций удвоения периода, приводящих к
хаотическому режиму колебаний. На фазопара�
метрической диаграмме приведенной на рис. 1
наблюдается переход к хаосу после одного удвое�
ния. Такой необычный сценарий перехода к хао�
су заслуживает внимания и отдельного изучения
сам по себе, в отрыве от физической интерпрета�
ции полученных результатов, однако, в данной
работе мы не будем заострять на этом внимание.

В работе [5] показано, что в предельном слу�
чае при Г = 0 в системе существует особая ок�
ружность. Фазовые траектории системы движут�
ся как вдоль, так и вокруг особой окружности,
что и является причиной двухчастотных квази�
периодических колебаний амплитуды поля. В
системе уравнений (1) стационарное однородное
нетривиальное решение (2) также представляет
собой замкнутую особую кривую в фазовом про�
странстве, поэтому следует ожидать квазипери�
одической динамики амплитуды поля и суще�
ствование аттрактора в виде устойчивого дву�
мерного тора. Численные решения системы ОДУ
полученной с помощью автомодельной замены
переменных подтвердили квазипериодический
характер динамики амплитуды поля. При

9.0>μ  малые отклонения от положения равно�
весия (2) притягиваются к аттрактору в виде
двумерного эргодического тора. При увеличении
параметра наблюдается единственное удвоение
тора, и его разрушение, свидетельствующее о пе�
реходе системы в режим динамического хаоса.

Численно рассчитанная зависимость показа�
телей Ляпунова от управляющего параметра μ
представлена на рис. 2, на рисунке показаны пять
старших характеристических показателей из
семи. Два младших показателя, не показанных на
рисунке, меньше нуля и имеют большие по моду�
лю значения при любом значении μ , поэтому
качественного влияния на динамику системы они
не оказывают, и приводить их на графике нецеле�
сообразно. На рис. 2 видно, что при 9.0<μ  су�

Рис. 1. Бифуркационная диаграмма режимов системы в зависимости от параметра μ
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ществует особая окружность, т.к. один показатель
оказывается равным нулю. В точке A  наблюда�
ется рождение тора из замкнутой особой кривой,
аналогично [5]. При увеличении управляющего
параметра нулю оказываются равными два стар�
ших показателя, что свидетельствует о существо�
вании в системе аттрактора в виде устойчивого
двумерного тора. В точке B  сразу три старших
показателя оказываются равными нулю, что со�
ответствует бифуркации удвоения периода тора.
В дальнейшем, при увеличении параметра μ ,
старший показатель становится положительным
(точка C ), что свидетельствует о переходе систе�
мы в режим динамического хаоса.

2. ЧИСЛЕННОЕ РЕШЕНИЕ
РАСПРЕДЕЛЕННОЙ СИСТЕМЫ

Важным недостатком поиска решения уравне�
ний (1) в виде волны, бегущей с постоянной скоро�
стью является предположение о бесконечно широ�
кой лазерной апертуре. Известно, что подобные ре�
шения не всегда устойчивы при конечных размерах
пространственной области, т.е. в данном случае  при
конечной ширине лазерной апертуры. Кроме того,
в автомодельной системе в качестве управляющего
параметра выступает скорость волн, которую слож�
но привязать к параметрам реальной лазерной сис�
темы. Также нет возможности менять данный пара�
метр в эксперименте с целью управления свойства�
ми лазерного излучения. Таким образом,
автомодельная система может лишь помочь пред�
сказать возможные режимы лазерной генерации.

В настоящей работе решается задача про�
верки устойчивости полученных ранее автомо�

дельных решений на конечной апертуре с за�
данием периодических граничных условий

),2/(),2/( tLEtLE =− , ),2/(),2/( tLNtLN =− , где
L � длина расчетной области. Область измене�
ния переменной x  бралась aL 5= , где a – ши�
рина лазерного резонатора. Это позволяет прак�
тически исключить влияние граничных условий,
и физически соответствует открытому резонато�
ру [9]. Уровень накачки брался однородным по
всей ширине резонатора. Для численного реше�
ния уравнений (1) использовалась простая не�
явная разностная схема с четырехточечным шаб�
лоном на равномерной сетке, нелинейные слага�
емые брались с предыдущего временного слоя.
Значения безразмерных лазерных параметров
брались 10=a , 20 −=Δ , 15=unN , 01.0=Γ .
Параметр v  использовался в качестве управля�
ющего параметра так же, как и в [7] для предель�
ного случая 0=Γ .

Численные расчеты показали, что при боль�
ших значениях управляющего параметра v  лю�
бое начальное пространственное распределение
поля )0,( =txE  с течением времени эволюцио�
нирует в стационарную пространственную
структуру, показанную на рис. 3. Полученное
численно стационарное неоднородное решение,
приведенное на рисунке, близко к простому га�
уссовому распределению интенсивности в попе�
речном сечении оптического поля, т.е. является
фундаментальной модой резонатора 00TEM ,
незначительно искаженной активной средой.

При уменьшении управляющего параметра на�
блюдается рождение семейства автоволн (рис. 4).
При этом, если построить временную зависи�
мость ),0( txE =  и ),0( txN = в центре апер�

Рис. 2. Зависимость показателей Ляпунова от управляющего параметра μ
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туры, то мы получаем режимы генерации, ка�
чественно эквивалентные режимам автомо�
дельной системы. В фазовом пространстве

),0(),,0(),,0( txNtxEtxE ==′′=′  существует
аттрактор в виде устойчивого двумерного тора,
предсказанный в автомодельной системе.

Существование аттрактора в виде двумерно�
го тора, соответствует двухчастотной квазипери�
одической динамике комплексной амплитуды
поля. На рис. 5 представлен спектральный состав
зависимости амплитуды поля в центре аперту�
ры от времени, на котором хорошо видны две
независимые частоты.

При дальнейшем уменьшении управляющего
параметра в фазовом пространстве ),0( txE =′ ,

),0( txE =′′ , ),0( txN =  наблюдается бифурка�
ция удвоения периода двумерного тора и соответ�
ствующее усложнение пространственно�времен�
ных структур. При 15≈v  система переходит в

режим динамического хаоса (рис. 6).
О переходе системы в режим динамического

хаоса свидетельствует спектральный состав за�
висимости интенсивности поля в центре аперту�
ры от времени (рис. 7). Дальнейшее уменьшение
параметра н приводит опять к появлению регу�
лярных поперечных оптических структур. Таким
образом, существуют ограниченные области зна�
чений управляющих параметров, где реализуют�
ся условия возникновения пространственно�вре�
менного хаоса. Геометрия этих областей в зави�
симости от типа управляющих параметров
представляет практический интерес и будет ис�
следована отдельно.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В настоящей работе показано, что в полной
системе уравнений Максвелла�Блоха, учитыва�

Рис. 3. Пространственно�временная динамика
при 75=v

Рис. 4. Пространственно�временная динамика
при 25=v

Рис. 5. Спектр колебаний ),0( txE =′ при 25=v .
C � мощность спектра, maxC � максимальное значение мощности
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Рис. 6. Пространственно�временная динамика
при 15=v

Рис. 7. Спектр колебаний ),0( txJ =  при 15=v .
C – мощность спектра, maxC – максимальное

значение мощности

ющей динамику поляризации, наблюдается рож�
дение семейства бегущих поперек лазерной апер�
туры автоволн, как в автомодельной, так и в рас�
пределенной системе. Найдены примеры значе�
ния параметров, при которых в системе
происходит скачкообразное качественное изме�
нение пространственно�временной динамики
(бифуркации), а также параметры, при которых
наблюдается пространственно�временной хаос.
Для дальнейших исследований практический
интерес представляет построение многопарамет�
рических диаграмм режимов генерации.

Работа выполнена при частичной финансовой
поддержке Федеральной целевой программы “На�
учные и научно�педагогические кадры инноваци�
онной России” на 2009 � 2013 годы, ГК
№14.740.11.0703, Аналитической целевой про�
граммы “Развитие научного потенциала высшей
школы” (2009 � 2010 гг.), проект 2.1.1/309.
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