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1. ВВЕДЕНИЕ

Распространение лазерного пучка в фотореф�
рактивных кристаллах сопровождается разнообраз�
ными нелинейно�оптическими эффектами [1, 2], в
том числе формированием пространственных оп�
тических солитонов [3, 4], интерес к которым свя�
зан с формированием фотоиндуцированных волно�
водных структур различного назначения [5, 6].

Формирование пространственных оптичес�
ких солитонов становится возможным в фото�
рефрактивных кристаллах с приложенным по�
стоянным полем 0E , обладающих нелинейным
оптическим откликом локального типа [1, 2].
Сильное межмодовое взаимодействие в кристал�
лах силленитов [7] приводит к тому, что соли�
тонный пучок в них формируется обоими опти�
ческими модами среды. Такие векторные про�
странственные оптические солитоны могут быть
сформированы в силленитах, если их оптичес�
кая нелинейность позволяет с одной стороны
добиться компенсации диффракционной расхо�
димости каждой модовой компоненты светово�
го пучка, а с другой стороны обеспечить вырав�
нивание фазовых скоростей собственных мод

нелинейной среды. Очевидно, что выполнение
этих двух условий в кубическом гиротропном
фоторефрактивном кристалле в постоянном
электрическом поле зависит от ориентации его
граней относительно кристаллографической си�
стемы координат, величин внешнего поля и
удельного вращения плоскости поляризации.

В работах [8–13], посвященных световым пуч�
кам в кристаллах силленитов, не исследовано вли�
яние ориентации граней кристаллического образ�
ца, естественного циркулярного и наведенного вне�
шним полем линейного двулучепреломления на
условия формирования одномерных оптических
солитонов, как световых пучков с неизменной вдоль
направления распространения огибающей. Целью
данной работы является аналитическое описание
таких условий и анализ их зависимости от величи�
ны внешнего постоянного электрического поля.

2. МОДЕЛЬ

Если внешнее электрическое поле 0E
приложено к кристаллу перпендикулярно
(вдоль оси z) направлению распростране�
ния (ось x) светового пучка с вектором
электрической напряженности ( )xz,E  и
и н т е н с и в н о с т ь ю  ( ) ( )2,, xzxzI E=  ( с м .
р и с .  1 ,а) ,  т о  вели чи на  поля пр ост р а н�
ственного заряда может быть получена в
виде ( ) ( )( )[ ] 0, EIxzIIIE ddsc ++= ∞ , где I

d
 –

описывает термическую генерацию электронов и
),( xzII ±∞→=∞  [14–16]. Вектор электричес�

кой напряженности светового пучка E в оптичес�
ки анизотропном кристалле является суперпози�
цией двух собственных мод среды (см. рис. 1,б):
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где ( )xz,2,1Ψ  – скалярные огибающие; n
1,2

 и e
1,2

 –
показатели преломления и нормированные векто�
ры поляризации собственных мод кристалла, со�
ответственно, выражения для которых приведены
в работе [7]; λπ= 2k ; λ  – длина волны света.

Редукция нелинейного волнового уравнения
из работы [7], описывающего самовоздействие
монохроматического светового поля в гиротроп�
ном фоторефрактивном кристалле группы сим�
метрии 23 с приложенным электрическим полем
позволяет для рассматриваемого случая получить
следующие связанные нелинейные уравнения:
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где nkeL yy 2
2

2,12,1 = ; λπ=γ 041
32 Ern ;

∗⋅⋅= mllmg ege  (l; m = 1, 2); ( ) o
kijkij zδ=g ;

yye 2,1  – y�компоненты векторов e
1,2

; n и r
41

 – не�
возмущенный показатель преломления и элект�
рооптический коэффициент, соответственно;

ijkδ  – антисимметричный тензор; o
kz  – направ�

ляющие косинусы оси z в кристаллографической
системе координат.

3. СОЛИТОННОЕ РЕШЕНИЕ УРАВНЕНИЙ
СВЯЗАННЫХ МОД

Для получения решения уравнений (2) и (3),
описывающего одномерный векторный про�
странственный оптический солитон можно ис�
пользовать методику из работы [13], обобщив ее
на рассматриваемый случай. Искомое решение
должно обеспечивать аналитическое представле�
ние вектора электрической напряженности E
солитонного светового пучка в кристалле в виде

( ) [ ]{ }kxntizI SSd −ωψ= expeE , (4)

где ( )zψ , Sn  и Se  – нормированная на dI
огибающая, показатель преломления и нормиро�
ванный ( 1=⋅ ∗

SS ee ) вектор поляризации соли�
тона, соответственно. Из сравнения выражений
(1) и (4), а также из уравнений (2) и (3) следует,
что аналитическое представление вектора E в
виде, описываемом формулой (4), становится
возможным, еcли огибающие ( )xz,1Ψ  и

( )xz,2Ψ  имеют подобные друг другу простран�
ственные зависимости от поперечной координа�
ты z и могут быть представлены в форме

( ) ( ) ( )[ ]xizcIxz d 2,12,12,1 exp, φ−ψ=Ψ , (5)

где на вещественные постоянные 1c  и 2c  нало�
жено условие 12

2
2
1 =+ cc , соответствующее за�

кону сохранения энергии светового пучка в не�
поглощающей свет среде.

Анализ условий существования решений урав�
нений, получающихся после подстановки выраже�
ний (5) в уравнения (2) и (3), показывает, что из�
менения фаз огибающих должны быть линейны по
координате x и могут быть представлены в форме

( )
0
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2,1 2
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2
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⎛ Δ
β=φ

gxk
mm . (6)

Несущественная для дальнейшего рассмот�
рения начальная фаза 0φ  ниже опущена. При
этом исходные уравнения (2) и (3) могут быть
редуцированы к двум уравнениям относительно
одной неизвестной функции ( )zψ , условие со�
вместности которых позволяет, во�первых, най�
ти постоянную β  в виде

( )
( )21

21
2 LL

LLk
−
+Δ

−=β ,                            (7)

и, во�вторых, получить квадратное уравнение
относительно отношения 21 cc=τ  неизвест�
ных постоянных 1c  и 2c . Два корня этого урав�
нения имеют противоположные знаки и могут
быть получены в форме

( )
121

2
1221

2
221112221112

2,1 2
4

gL
gLLgLgLgLgL +−±−

=τ .(8)

Рис. 1. Одномерный световой пучок в фоторефрактивном кристалле с приложенным электрическим полем:
а – схема распространения; б – векторная диаграмма
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Учитывая соотношения (5)–(7) из уравне�
ний (2) и (3) можно получить следующее урав�
нение относительно солитонной огибающей

( )( )
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где dIIi ∞∞ = . Интегрирование последнего
уравнения при условиях ( ) 0lim =ψ

∞→
dzd

z  и
( ) 00 ψ=ψ  позволяет определить огибающую
( )zψ  при помощи квадратуры
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Очевидно, что существование найденного
аналитического решения для огибающей соли�
тона возможно при условии положительного
значения подкоренного выражения в формуле
(10) во всем интервале значений [ ]ψψ∈η ;0 .

4. УСЛОВИЕ СУЩЕСТВОВАНИЯ
СОЛИТОНА

Если в фоторефрактивном кристалле сформи�
рован светлый оптический солитон, то квадрат его
огибающей 0

2
0 i=ψ  в точке z=0 соответствует

максимуму пространственного распределения его
интенсивности. В случае формирования темного
или серого солитона, как с четными, так и нечет�
ными граничными условиями при ±∞→z  этот
же квадрат соответствует минимуму распределе�
ния интенсивности [6, 13–17]. В обоих случаях
производная dzdψ  в точке z=0 обращается в ноль.
Используя это условие и формулу (10) можно свя�
зать величину 0i  с безразмерной интенсивностью
света ∞i  при ∞→z  следующим уравнением:

D
i
i

ii
i

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+
+

−
+

∞∞

∞
1
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ln1 0

0
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где

( )[ ]1
12211222112121041

3
21

2

4
−τ+++τ−π

Δλ
=

gLgLgLgLLLErn

LkLD
.(12)

Так как для солитонов любого типа левая
часть равенства (11) всегда больше нуля, то при
вычислениях необходимо использовать то зна�
чение отношения 21 cc=τ  ( 1τ  или 2τ , см. (8)),
для которого 0>D . При этом, если выполнено
условие ∞> ii0  (которому удовлетворяют, на�
пример, светлые солитоны с величиной 0=∞i ),
то параметр D должен лежать в пределах

10 << D . Если справедливо обратное неравен�

ство ∞< ii0  (которому удовлетворяют, напри�
мер, темные солитоны с величиной 00 =i ), то
величина D должна быть больше единицы

1>D ). Пограничный случай ∞= ii0 , 1=D  со�
ответствует однородному поперечному распре�
делению, отвечающему плоской световой волне.

В уравнении (11) должна быть задана одна
из величин 0i  или ∞i . В случае задания величи�
ны 0i  уравнение (11) имеет вещественный ко�
рень ∞i , если справедливо неравенство

( )0
0

1ln1 i
i

D +> . (13)

В случае задания величины ∞i  уравнение
(11) имеет вещественный корень 0i , если выпол�
нено условие

( )∞
∞

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+<< i

i
D 1ln110 .               (14)

Соотношение (13) или соотношение (14) оп�
ределяют условия, при которых в рассматривае�
мых фоторефрактивных кристаллах может быть
сформирован пространственный оптический со�
литон произвольного типа с вектором электри�
ческой напряженности E, описываемым форму�
лой (4). При этом, используя соотношения (1) и
(5)–(7), показатель преломления и вектор поля�
ризации солитона нетрудно получить в виде

( )
SS nn

LL
nLLnn Δ+=

−
Δ+

+= 0
21

21
0 ,      (15)

( ) ( )
2

12
21

12
1 2

argexp
2

argexp eee ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡−+⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡=

gicgicS .(16)

Постоянные 1c  и 2c  в формуле (16) могут
быть определены из найденного отношения

21 cc=τ  (см. (8)) и условия 12
2

2
1 =+ cc . Соб�

ственные оптические моды гиротропных элект�
рооптических кристаллов группы симметрии 23
во внешнем электрическом поле поляризованы
эллиптически [7, 18]. Поэтому поляризация про�
странственного оптического солитона, сформи�
рованного в таком кристалле за счет фотореф�
рактивного эффекта, также эллиптическая. По�
ляризационное состояние солитона и его
показатель преломления неявно связаны с соли�
тонной огибающей ( )zψ , обеспечивая компен�
сацию диффракционной расходимости светово�
го пучка за счет нелинейной рефракции.

Значение параметра D определяется ориента�
цией направлений распространения солитонно�
го пучка и внешнего поля относительно кристал�
лофизических осей, параметрами кристалла и ве�
личиной внешнего поля 0E . Следует отметить,
что при заданной величине 0E  и параметрах кри�
сталлического образца ориентация его граней
определяет не только абсолютную величину па�
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раметра D, но и его знак, т.е. фактически опреде�
ляет возможность формирования пространствен�
ного оптического солитона (см. (13) и (14)).

Полевая зависимость ( )0ED  носит как яв�
ный, так и неявный характер (см. (12)). Явная
зависимость ( )0ED  обусловлена влиянием фо�
торефрактивной нелинейности среды на условия
формирования пространственного солитона, а
неявная связана с зависимостью от 0E  величин

2,1L , kΔ  и тензорных сверток ijg  [7, 19] и обус�
ловлена влиянием на эти условия линейного дву�
лучепреломления, наведенного тем же полем 0E
в электрооптических кристаллах [20].

При уменьшении внешнего поля ( 00 →E )
величина параметра D, положительного при со�
ответствующей ориентации граней кристалла,
увеличивается ( ∞→D ), выходя за верхний
предел условия (13). Этот предел определяет
пороговое значение внешнего поля thE , при пре�
вышении которого становится возможным фор�
мирование пространственного оптического со�
литона. Как следует из уравнения
( ) ( )[ ] ( )∞∞ ++= iiED th 1ln11  порог thE  зави�

сит от типа солитона. Порог для светлого солито�
на ( 0=∞i , ( ) 1=thED ) больше, чем порог для
других типов солитонов с отличными от нуля ус�
ловиями на бесконечности ( 0≠∞i ). Основное вли�
яние удельного вращения плоскости поляризации
ρ  кубического гиротропного фоторефрактивного
кристалла на порог thE  обусловлено зависимос�
тью параметра D от расстояния между волновыми
поверхностями собственных оптических мод сре�
ды kΔ  (см. (12)), которое увеличивается с ростом
величины ρ  [7, 18, 19]. Поэтому при уменьшении
величины ρ  и прочих равных условиях пороговое
электрическое поле thE  уменьшается.

5. СОЛИТОНЫ В КРИСТАЛЛЕ
СИЛИКАТА ВИСМУТА

Рассмотрим возможность формирования
пространственного оптического солитона в плос�
кости ( )101  кристалла Bi

12
SiO

20
. Направление

распространения солитона вдоль положительно�
го направления оси x может быть определено при
помощи угла θ  между этой осью и осью крис�
талла [ ]001 (см. рис. 2). Ориентацию оси z в
плоскости ортогональной оси x удобно опреде�
лить при помощи угла χ , отсчитываемого от
положительного направления векторного произ�
ведения орта xо на ось кристалла [ ]101 . Резуль�
таты расчетов этих углов, соответствующих ус�
ловиям существования солитона, которому от�
вечают ненулевые граничные условия 100=∞i ,
при различных значениях внешнего поля

0E =3.97, 5, 10 и 20 кВ/см, представлены на
рис. 3 кривыми 1, 2, 3 и 4, соответственно. При

расчетах использовались параметры: n=2.58;
удельное вращение плоскости поляризации

22=ρ  град/мм; r
41

= –5.10�12 м/В; 633=λ  нм.
Расчеты показали, что для рассматриваемо�

го случая пороговое внешнее поле приблизитель�
но равно значению 97.3≈thE  кВ/см. Если вы�
полнено условие thEE >0 , то при направлении
распространения солитонного пучка и ориента�
ции внешнего поля, задаваемых углами θ  и χ
внутри замкнутых областей, в кристалле
Bi

12
SiO

20
 может быть сформирован простран�

ственный оптический солитон. Как видно из
рис. 3, области существования солитона облада�
ют определенными симметриями, которые явля�
ются следствием существования группы симмет�
рии электрооптического тензора кристаллов 23
относительно пространственных преобразова�
ний [18]. При этом все разрешенные области уг�
лов θ  и χ  могут быть разбиты на два типа. К
первому из них относятся области, которые мо�
гут быть получены преобразованиями симмет�
рии из области, локализованной вокруг точки
(90°; 54.7°). Такая точка соответствует так назы�
ваемой диагональной электрооптической конфи�
гурации, для которой координатные оси x и z
ориентированы вдоль кристаллофизических
осей [ ]110  и [ ]111 , соответственно. Ко второ�
му типу относятся области, которые могут быть
получены преобразованиями симметрии из об�
ласти, локализованной вокруг точки (35.3°; 180°).
Такая точка соответствует электрооптической
конфигурации, в которой оси x и z ориентирова�
ны вдоль осей [ ]112  и [ ]111 , соответственно.

Области углов θ  и χ , соответствующих ус�
ловиям существования одномерного простран�

Рис. 2. Ориентация направления распространения
светового пучка (ось x) в плоскости ( )101

и внешнего электрического поля (ось z)
относительно кристаллофизических осей
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ственного оптического солитона в кристалле
Bi

12
TiO

20
, подобны областям, представленным на

рис. 3 для кристалла Bi
12

SiO
20

. По существу,
единственным различием является меньший
порог электрического поля 08.1=thE  кВ/см
для Bi

12
TiO

20
 в сравнении с порогом для

Bi
12

SiO
20

. Причиной тому есть меньшее враще�
ние плоскости поляризации световой волны в
кристалле Bi

12
TiO

20
 ( 6=ρ  град/мм) по сравне�

нию с кристаллом Bi
12

SiO
20

 ( 22=ρ  град/мм).
На рис. 4 представлены огибающие про�

странственного оптического солитона в кристал�
ле Bi

12
SiO

20
 диагональной электрооптической

конфигурации при различных величинах внеш�
него электрического поля. Как видно из рисун�
ка, при граничной интенсивности 100=∞i  ха�
рактер солитонной огибающей определяется
величиной внешнего электрического поля 0E .
Так при величине 0E  равной пороговой
( thEE =0 ) в кристалле формируется темный
солитон. При thEE >0  в кристалле может быть
сформирован как “серый” солитон с величиной

∞<= ii 500  ( 86.60 =E  кВ/см), так и солитон
с величиной ∞>≈ ii 1800  ( 90 =E  кВ/см).
Случай 1000 == ∞ii  реализуется при внешнем
поле 88.70 =E  кВ/см, которому отвечает про�
странственно�однородное распределение свето�
вой интенсивности. Отметим, что солитоны с
огибающими, представленными кривыми 1–4 на
рис. 4, отвечают разрешенным областям перво�
го типа, показанным на рис. 3. Светлый солитон,
которому отвечает нулевое граничное условие

0=∞i , может быть сформирован при величине
внешнего поля 88.70 >E  кВ/см. Огибающая

такого солитона представлена на рис. 4 кривой 5
для поля 300 =E  кВ/см.

Отметим, что пространственный оптический
солитон произвольного типа может быть сфор�
мирован в кристаллах Bi

12
SiO

20
, Bi

12
TiO

20
 и в слу�

чаях, которые отличаются от рассмотренных
выше. Тестом, показывающим возможность та�
кой реализации для этих, отличных от рассмот�
ренных, случаев является выполнение условия
(13) или (14).

6. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Таким образом, в работе получены аналити�
ческие соотношения, позволяющие анализиро�
вать возможность формирования одномерных
пространственных оптических солитонов в ку�
бических гиротропных фоторефрактивных кри�
сталлах группы симметрии 23 с приложенным
постоянным электрическим полем при произ�
вольной ориентации граней образца. При фор�
мировании в этих кристаллах солитонных све�
товых пучков фоторефрактивный эффект при�
водит к выравниванию фазовых скоростей двух
собственных оптических мод среды, обеспечивая
существование в ней одной нелинейной оптичес�
кой моды. При этом поляризация и показатель
преломления такой моды согласованы с ее оги�
бающей так, что диффракционная расходимость
распространяющегося в кристалле светового
пучка полностью компенсируется нелинейной
рефракцией. Показано, что такой солитонный
световой пучок может быть сформирован толь�
ко при специальных ориентациях направления
распространения пучка и приложенного элект�
рического поля относительно кристаллофизи�
ческих осей, если величина электрического поля

Рис. 3. Области углов θ  и χ , для которых
пространственный оптический солитон

существует в плоскости ( )101  кристалла
Bi

12
SiO

20
 в электрическом поле 0E .

Области 1, 2, 3, и 4 рассчитаны для величины

0E =3.97, 5, 10, 20 кВ/см, соответственно
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превышает пороговое значение. Для светлых со�
литонов пороговое электрическое поле выше, чем
для темных и серых солитонов. При этом вели�
чина полевого порога для кристаллов Bi

12
TiO

20
,

обладающих меньшим удельным вращением
плоскости поляризации, ниже, чем для кристал�
лов Bi

12
SiO

20
 с большим значением этого парамет�

ра. Показано, что величина внешнего электричес�
кого поля определяет тип солитонной огибающей
при заданной граничной интенсивности света.

Работа выполнена при финансовой поддерж�

ке РФФИ (грант 09�02�99024�р_офи).
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SPATIAL   OPTICAL   SOLITONS   IN   GYROTROPIC
CRYSTALS   OF   SILLENITES   UNDER   AN   DC   FIELD
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An analysis of existence conditions of the (1+1) spatial optical solitons in the cubic gyrotropic
photorefractive crystals under an DC field has performed. The analytical solution for the solitonic envelope,
refractive index and polarization state has founded. Formation conditions of the spatial optical soliton in
the ( )101 –plane of crystal of Bi

12
SiO

20
 with wavelength of light 633=λ  nm have determined and form

dependence of its envelope from external field value has studied.
Keywords: photorefractive crystals, spatial optical solitons.
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