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ВВЕДЕНИЕ

Световые пучки с вихревыми фазовыми осо�
бенностями (оптические воронки) нашли приме�
нение в очень широком спектре областей, включая
оптическое манипулирование микро� и нанообъ�
ектами (захват и управление движением вплоть до
отдельных атомов), высокоточную метрологию,
уплотнение записи информации и даже астроло�
гические исследования  [1�5], что объясняет боль�
шое количество работ и разнообразие подходов для
решения задачи генерации таких пучков.

Сингулярные особенности в световых полях
могут появляться при их прохождении через слу�
чайно�неоднородные и нелинейные среды. Также
возможно возбуждение вихревых полей в лазер�
ных резонаторах и многомодовых волоконных
световодах. Наиболее простым и управляемым
способом формирования вихревых полей являет�
ся использование спиральных дифракционных
оптических элементов (ДОЭ), а также динамичес�
ких жидкокристаллических транспарантов (энер�
гетическая эффективность последних пока еще
довольно низка). Простейшими примерами таких
ДОЭ являются спиральная фазовая пластинка и
спиральный аксикон [6, 7]. Однако изготовление
многоуровневого рельефа, характерного для упо�
мянутых ДОЭ, все еще является довольно слож�
ной проблемой. А применение квантованного
(особенно бинарного) кодирования приводит к
неизбежной потере эффективности.

С другой стороны существуют модовые рас�
пределения, которые можно  формировать с по�
мощью простых в реализации бинарных ДОЭ с
высокой (около 80%) эффективностью [8]. При�
мером таких распределений являются моды Эр�
мита�Гаусса (ЭГ), которые без потери энергии
можно преобразовать в вихревые моды Лагерра�
Гаусса (ЛГ) с помощью астигматических модо�
вых конверторов [9, 10].

В 1991 году Е. Абрамочкин и В. Волостни�
ков предложили получать ЛГ�моды из ЭГ�мод с
помощью цилиндрических линз [9]. Было най�
дено интегральное преобразование мод ЭГ в
моды ЛГ и представлены результаты натурных
экспериментов.

Тема получила активное развитие. В 1993 году
была опубликована статья [10] нидерландских
ученых. В ней рассматривается разложение ЛГ�
моды в линейную комбинацию ЭГ�мод, что явля�
ется простым и не самым затратным методом по�
лучения кольцевых мод. Также приведено моде�
лирование конвертера, преобразующего ЭГ�моды
произвольных высоких порядков в ЛГ�моды, и
наоборот. Конвертер состоит из двух цилиндри�
ческих линз, и принцип его действия основан на
использовании фазы Гоуи. Были рассмотрены
астигматических 2π � и π � конвертеры.

Позже в работе [11] было проанализировано
действие модового конвертера, обеспечивающего
энергетически эффективное преобразование ЭГ�
пучка в ЛГ�пучок, и наоборот. Данный конвертер
представляет собой астигматический Фурье�пре�
образователь, состоящий из системы двух цилин�
дрических линз с перпендикулярными главными
плоскостями, помещёнными между двумя сфери�
ческими линзами. Было показано, что данное уст�
ройство обладает меньшей чувствительностью к
согласованию астигматических элементов.
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В статье [12] проанализировано использова�
ние двухлинзового астигматического конверте�
ра. На основе моделирования распространения
пучков авторы исследовали влияние различных
вариаций в реализации конвертера на результи�
рующий пучок.

В [13] получены выражения для прохожде�
ния астигматических ЭГ�мод через параксиаль�
ную оптическую систему, которые позволяют
вычислить распределение интенсивности излу�
чения на заданной поверхности. В этой же ста�
тье рассматривается модовый астигматический
конвертер, состоящий из трех цилиндрических
линз, и показано, что стандартные моды идеаль�
но симметризуются, а элегантные моды распро�
страняются через этот конвертер с искажения�
ми. Поэтому во избежание искажений предпоч�
тительно использование стандартных мод.

Подробнее о полиномах Эрмита и Лагерра
говорится в статье [14]. Преимущество двумер�
ных полиномов заключается в том, что они удов�
летворяют условию ортогональности, в то время
как использование двух одномерных полиномов
связано с проверкой их ортогональности друг дру�
гу, и в случае невыполнения условия ортогонали�
зации их соответствующим методом. Роль поли�
номов Якоби в теории двумерных полиномов
Эрмита и Лагерра рассматривается в статье [15].
Это связано с абсолютно симметричными пред�
ставлениями двумерных линейных ЛГ�групп и
применением интегральных операторов, генери�
рующих двумерные полиномы Эрмита из степе�
ней компонент двумерных векторов.

Со временем стало понятно, что определен�
ный интерес могут вызывать не только кольце�
вые моды, но и различные замысловатые их фор�
мы и комбинации. В [16] демонстрируются ме�
тоды генерации различных конфигураций
вихревых фазовых сингулярностей из лазерных
мод путём использования дифракционных реше�
ток и астигматических конвертеров.

В связи с успешностью применения вихре�
вых пучков в оптическом манипулировании
(первые опыты с сильно сфокусированным га�
уссовым лазерным излучением были проведены
в 1986 году [17]), множество недавних работ так�
же посвящены данной тематике.

В статье [18] спиральный ЛГ�пучок был по�
лучен с помощью оптической системы, состоя�
щей из трёх перпендикулярных цилиндрических
линз. Распределение интенсивности и фазовая
структура пучка были теоретически исследова�
ны с использованием дифракционного интегра�
ла Коллинза и метода декомпозиции мод. Также
был проведён эксперимент, где микрочастицы
были захвачены и повёрнуты с помощью сфор�
мированного спирального пучка. В статье [19]

продемонстрировано, каким образом можно ис�
пользовать лазерные ЭГ� и ЛГ�моды в констру�
ировании различных оптических “пинцетов”.
Также использование астигматического модово�
го конвертера из одной цилиндрической линзы
при построении оптического “пинцета” рассмат�
ривается в [20].

Различные способы получения кольцевых
мод и вихревых фазовых сингулярностей разной
конфигурации приведены в статье [21], такие,
как разбиение ЛГ�мод на сумму ЭГ�мод с соот�
ветствующими коэффициентами, использование
астигматического модового конвертера, а также
исследуется зависимость полученных результа�
тов от угла поворота компонент конвертера.

В статьях [22, 23] также изучаются свойства
лазерных мод и исследуется их поведение в раз�
личных условиях, приводятся способы получения
вихревых фазовых сингулярностей с использова�
нием апертур разных форм и размеров, а также с
помощью изменения параметров лазерных пучков.

При моделировании астигматических кон�
вертеров возникает вопрос применимости тех
или иных моделей и точности прогнозируемых
результатов. В работе [24] американскими уче�
ными были изучены точность и эффективность
использования скалярных дифракционных ин�
тегралов для описания действия дифракцион�
ных цилиндрических линз, а также обсуждались
области их практического применения. Анало�
гичные рассуждения приводятся в [25], где рас�
сматривается применение метода граничных
элементов для расчета дифракции плоского пуч�
ка на дифракционных цилиндрических линзах с
разным числом дискретных уровней. Показано,
что дифракционная эффективность при исполь�
зовании этого метода ниже, чем полученная в
приближении Фраунгофера.

Также при описании астигматических опти�
ческих систем часто используют дробное преоб�
разование Фурье (ДПФ) [26, 27, 28]. В [26] при�
водится систематический анализ принципов по�
строения конвертеров на основе ДПФ
полуцелого и иррационального порядков, найден
наименьший порядок, который может приме�
няться в астигматическом конвертере, и приве�
дено сравнение результатов, полученных на ос�
нове дробного и обыкновенного преобразований
Фурье. В [27] рассмотрена схема перестраивае�
мого астигматического 2π �конвертера, обеспе�
чивающего использование входных пучков с из�
меняемой в два раза рэлеевской длиной, причем
вариации длины самого оптического конверте�
ра не превышают шестой части. Для перестрой�
ки фокусного расстояния цилиндрических ком�
понент конвертера требуется только вращение
одного из них вокруг своей оптической оси. Как
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описывается авторами, это оказывается возмож�
ным в силу свойств выбранной оптической схе�
мы конвертера.

В [28] рассмотрены различные типы астиг�
матических модовых конвертеров и реализова�
ны численные алгоритмы моделирования их дей�
ствия при поступлении на вход произвольно за�
данных комплексных распределений, которые
формируются с помощью дифракционных опти�
ческих элементов (ДОЭ). На основе дополнения
трехлинзового и однолинзового астигматичес�
ких конверторов многопорядковыми ДОЭ были
экспериментально выполнены одновременная
конвертации набора из нескольких мод ЭГ в
классические и эллиптические моды ЛГ, а также
аналогичное преобразование набора оптических
чистых вихрей.

Преобразование одномерных распределений
с помощью цилиндрической линзы было рас�
смотрено в работе [29] как частный случай ас�
тигматических модовых преобразований.

В данной статье рассматривается преобразо�
вание одномерных распределений (или цилин�
дрических), представляющих собой дифракци�
онные решетки, в том числе нерегулярные (на�
пример, согласованных с функциями Эйри), с
помощью астигматических конвертеров.

Рассмотрены различные типы конверторов,
включая одну цилиндрическую линзу, и выпол�
нен анализ характеристик, позволяющих дос�
тичь желаемого результата при наименьшей
сложности оптической схемы.

На основе астигматического преобразования
цилиндрических распределений можно с высокой
дифракционной эффективностью формировать
матрицы оптических вихрей с конфигурацией,
зависящей от структуры на периоде решетки.
В работе приведены результаты моделирования
и натурных экспериментов.

1. ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ОДНОМЕРНЫХ
РАСПРЕДЕЛЕНИЙ

Лазер может излучать световые пучки, кото�
рые самосогласованны между собой таким обра�
зом, что сохраняют свою структуру при распро�
странении и фокусировке с точностью до масш�
таба. Такие пучки являются собственными
колебаниями (модами) лазерных резонаторов,
имеют жестко заданную форму и описываются
двумя семействами специальных функций с раз�
ными типами симметрии: пучки ЭГ и ЛГ [11],
при этом низший тип колебаний в этих семей�
ствах одинаков и описывается двумерной гаус�
совой функцией.

Световые поля, обладающие не только инва�
риантными модовыми свойствами, но и более об�

щими свойствами самовоспроизведения, такими
как вращение поперечной картины интенсивнос�
ти при распространении, имеют вихревые фазо�
вые особенности [30]. Различные методы форми�
рования вихревых пучков описаны во введении.

Рассмотрим подробнее метод генерации вих�
ревых пучков, основанный на использовании
астигматического преобразования пучков ЭГ

( ), ,n mH x y  в пучки ЛГ ( ), ,p qL x y :
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дает возможность синтеза “спиральных” пучков
[29] ( )exp nzz z−  и может быть обобщён следую�
щим образом:
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где ( )g x  – одномерное распределение.
Тогда спиральный пучок ( ),S z z , получен�

ный по формуле (2), имеет вид:

( ) ( ) ( )2 21 1, exp exp
8 8 R

S z z zz z iz g d⎛ ⎞= − + −ξ − ξ ξ ξ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ∫ . (3)

Через декартовы координаты выражение (3)
записывается следующим образом:

( ) ( ) ( )2 21 1, exp exp
4 4 R

S x y y ixy ix y g d⎛ ⎞= − + −ξ − ξ+ ξ ξ ξ⎜ ⎟
⎝ ⎠∫ . (4)

Как видно из выражения (4) выполнить та�
кое астигматическое преобразование можно с
помощью одной цилиндрической линзы.

1.1. РЕЗУЛЬТАТЫ МОДЕЛИРОВАНИЯ
ДЛЯ ОДНОМЕРНЫХ ПЕРИОДИЧЕСКИХ

РАСПРЕДЕЛЕНИЙ

В работе [29] был рассмотрен один пример
преобразования с простейшей решеткой, приве�
денной в первой строке табл. 1. В данном разде�
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ле также представлены результаты преобразова�
ний для более сложных сигналов, которые позво�
ляют определенным образом менять структуру
выходного распределения. При этом двумерная
выходная картина комплексного поля содержит
набор оптических вихрей, расположение кото�
рых зависит от распределения нулевых значений
входного сигнала. Наличие оптического вихря,
т.е. вихревой фазовой сингулярности, легко мож�
но определить по нулевому значению амплиту�
ды в выходном распределении.

Хотя средства дифракционной оптики позво�
ляют формировать практически произвольные

комплексные распределения, что достигается с
помощью сложных, рассчитанных на компьюте�
ре микрорельефов  [31], наиболее простыми в
изготовлении являются бинарные фазовые оп�
тические элементы.

В табл. 2 приведены результаты моделирова�
ния астигматического преобразования одномер�
ных распределений, производимых регулярны�
ми дифракционными решетками с бинарным
фазовым рельефом. Таким образом, на вход по�
даётся чисто фазовая функция:

[ ]( ) exp ( )g x i x= ϕ ,                   (5)

Таблица 1. Астигматическое преобразование различных одномерных распределений

( )g ξ  Вид входного
распределения 

Инвертированная 
амплитуда выходного 
распределения 

( ) ( )
[ ]

sin ,
11 ;11

g ξ = ξ

ξ∈ − π π  

( ) ( ) ( )
[ ]

sin sin / 2 ,

6 ;6

g ξ = ξ + ξ

ξ∈ − π π
 

( ) ( ) ( )
[ ]

sin sin / 4 ,

10 ;10

g ξ = ξ + ξ

ξ∈ − π π
 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

[ ]

sin sin / 2

sin / 3 sin / 10 ,

15 ;15

g ξ = ξ + ξ +

+ ξ + ξ

ξ∈ − π π

 

( ) ( )
[ ]

,

6 ;6

g tgξ = ξ

ξ∈ − π π  

( ) ( )
[ ]

,

15 ;15

g arcctgξ = ξ

ξ∈ − π π  
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где вид ( )xϕ  приведен в первой колонке табл. 2,
[0,12]x∈ .

Положение нулей в этом случае соответству�
ет скачкам фазы на π  радиан и определяют
структуру расположения оптических вихрей в
выходном комплексном распределении. Поло�
жение оптических вихрей также хорошо наблю�
дается по фазовой картине – это места разветв�
лений или так называемых бифуркаций.

1.2. МОДЕЛИРОВАНИЕ АСТИГМАТИЧЕСКОГО
ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ДЛЯ РАСПРЕДЕЛЕНИЙ,
СОГЛАСОВАННЫХ С ФУНКЦИЯМИ ЭЙРИ

Интерес к функциям Эйри, возникший в кон�
це семидесятых годов прошлого века в контек�
сте квантовой механики [32], был реанимирован
в последнее время в связи с новыми возможнос�
тями, которые предлагает дифракционная опти�
ка в физической реализации математических
абстракций. Среди других сопротивляющихся
дифракции мод пучки Эйри выделяются особы�
ми “баллистическими” свойствами, а именно па�
раболическое отклонение от прямолинейной
траектории основного лепестка при распростра�
нении в свободном пространстве [33].

Аналогично модам ЭГ двумерные пучки
Эйри синтезируются из произведения одномер�
ных распределений, однако основная проблема
связана с усечением [33�36] этих пространствен�
но бесконечных решений параксиального волно�
вого уравнения.

Основное приложение пучки Эйри получи�
ли в оптическом манипулировании [37, 38], но
как и модам ЭГ, такие пучки не обладают орби�
тальным угловым моментом, связанным с нали�
чием вихревых фазовых особенностей.

Создать на основе одномерных пучков Эйри
комплексные распределения, содержащие опти�
ческие вихри, можно с помощью астигматичес�
кого конвертора и бинарных ДОЭ, согласован�
ных с функциями Эйри [38].

Функции Эйри являются решением одно�
мерного дифференциального уравнения:

''( ) ( ) 0Ai x xAi x− = ,                      (6)
и для действительных значений аргумента мо�
гут быть записаны в виде:

31( ) exp
2 3

itAi x ixt dt
∞

−∞

⎛ ⎞
= +⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫π .           (7)

В случае простейшего бинарного фазового

Таблица 2. Астигматическое преобразование фазовых бинарных одномерных распределений

Входное 
распределение, ( )xϕ  

Выходное распределение 
Амплитуда Фаза 
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кодирования [38] комплексная функция пропус�
кания ДОЭ, формирующего пучок Эйри, пред�
ставляется следующим образом:

[ ]{ }( ) exp arg ( )g x i Ai x= .                 (8)

Численные эксперименты по астигматичес�
кому преобразованию как самой функции Эйри
(7), так и фазовой функции, вычисляемой по
формуле (8), приведены в табл. 3. Усечение фун�
кций Эйри в (7) и (8) выполнялось как в работе
[35] по количеству нулей.

Из табл. 3 видно, что имеется определенное сход�
ство в получаемых на выходе распределениях. Од�
нако в случае с использования обычной усеченной
функции Эйри формируется одномерная цепочка
оптических воронок, а при подаче на вход согласо�
ванной бинарной фазовой функции – целая матри�
ца оптических воронок. Проследить различие в по�
ложении вихревых фазовых сингулярных точек мож�
но по фазовым картинам выходных распределений.

2. МОДЕЛИРОВАНИЕ ДЕЙСТВИЯ
АСТИГМАТИЧЕСКИХ КОНВЕРТОРОВ

В ведении были описаны различные типы
астигматических конвертеров, состоящих из раз�
личного числа цилиндрических и сферических
линз. Классическим астигматическим модовым
преобразователем является оптическая схема,
приведенная на рис. 1а. Все элементы этой схе�
мы находятся на фиксированных расстояниях
друг от друга, включая входную и выходную
плоскости и прохождение через такую систему
удобно описывать с помощью дробного преоб�
разования Фурье [26, 27].

Наиболее простым астигматическим преобра�
зователем является система, содержащая всего
одну цилиндрическую линзу (см. рис 1б). Прохож�
дение светового пучка через цилиндрическую лин�
зу, расположенную на расстоянии a от входной
плоскости и расстоянии b от выходной плоскости,

Таблица 3. Астигматическое преобразование распределений, согласованных с функциями Эйри

Число 
нулей Входная функция Выходное распределение 

Амплитуда Фаза 

n=10 

( )Ai x

 

[ ]arg ( )Ai x  

n=15 
 

( )Ai x

 

[ ]arg ( )Ai x   
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0

0.5
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0
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можно моделировать как в рамках параксиальной,
так и непараксиальной теории дифракции [28].

Результаты моделирования для входного
поля, представляющего собой бинарную нерегу�
лярную цилиндрическую решетку, согласован�

ную с одномерной функцией Эйри, усеченной по
6 нулям, приведены на рис. 2 и 3.

На рис. 2 показан скриншот программы, мо�
делирующей прохождение светового пучка,
сформированного освещением бинарной фазо�

Рис. 1. (а) трёхлинзовый / 2π  � конвертер, (б) однолинзовая астигматическая схема

Рис. 2. Моделирование действия  трёхлинзового конвертера

F/2

F/2

F/2

F/2

F/2

F
F/2

X1

Y1

Y2

X2

A

B

FX1

Y1

Y2

X2

Рис. 3. Распределение амплитуды на различных расстояниях после цилиндрической линзы
с фокусным расстоянием 300f =  mm:

(слева направо) 300 mm, 600 mm, 900 mm, 1200 mm, 1500 mm

а) б)
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вой решетки размером 5 mm эллиптическим га�
уссовым пучком с радиусами перетяжки

0, 4x mm=σ  и 10y mm=σ , через трехлинзо�
вый конвертер. Как видно, формируется симмет�
ричная матрица оптических вихрей.

На рис. 3 представлены результаты аналогич�
ного моделирования для однолинзовой астигма�
тической системы. Параметры моделирования:
фокусное расстояние цилиндрической линзы
f=300 mm, размер входного поля d = 6 mm, рас�
стояние до линзы было выбрано a=0, а расстоя�
ние после линзы b варьировалось от 300 mm до
1500 mm. Как видно, формируется также матри�
ца оптических вихрей, которая при распростра�
нении вращается как единое целое.

3. ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНОЕ
АСТИГМАТИЧЕСКОЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЕ

ПУЧКОВ ЭЙРИ

Фазовый ДОЭ размером 2х2 mm2, пред�

ставленный на рис. 4а был использован в оп�
тической схеме, показанной на рис. 4б, для вы�
полнения экспериментального астигматичес�
кого преобразования с использованием одной
цилиндрической линзы с фокусным расстоя�
нием f=300 mm.

Микрообъектив М в расширителе пучка 8Х
использовался совместно с точечной диафраг�
мой диаметром 50 mcm. Фокусное расстояние
коллимирующего объектива 58 mm. При этом
размер освещающего пучка вполне достаточен.

Результаты, полученные в такой системе в
случае, когда ДОЭ устанавливается вплотную к
цилиндрической линзе и освещается через нало�
женный на ДОЭ экран с узкой щелью шириной
0,8 mm, представлены на рис 5.

Сравнение результатов моделирования и эк�
сперимента позволяют сделать вывод о согласо�
вании полученных результатов. Наличие пери�
ферийные оптических вихрей в эксперименталь�
ных картинах плохо видны из�за низкого уровня

Рис. 4. Бинарный ДОЭ, формирующий лазерные пучки Эйри (а) и оптическая схема
однолинзового астигматического преобразователя (б)

Рис. 5. Экспериментальные результаты астигматического преобразования лазерного пучка Эйри
на расстоянии z= 300 mm (а) и z= 600 mm (б) от цилиндрической линзы.

а) б)

а) б)
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интенсивности в этой области.
ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе рассмотрено преобразование одно�
мерных распределений, в особенности согласо�
ванных с функциями Эйри, с помощью астигма�
тических конвертеров. В результате таких пре�
образований можно формировать двумерные
матрицы оптических вихрей различной конфи�
гурации, что, в частности, расширяет возможно�
сти оптического микроманипулирования.

Проведено моделирование и анализ преобра�
зования амплитудных и фазовых бинарных сигна�
лов: последние значительно проще в реализации и
позволяют формировать более сложные картины.
Также компьютерное моделирование показало ра�
ботоспособность однолинзового астигматическо�
го конвертора в данной задаче. Результаты натур�
ных экспериментов с преобразованием пучков
Эйри, созданных с помощью бинарных дифракци�
онных решеток, находятся в согласии с результа�
тами численного моделирования.
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Astigmatic transformation of one�dimensional distributions, such as Airy functions, is considered. Various
types of astigmatic converters, including one cylindrical lens are considered. As a result of such
transformations it is possible to form matrices of optical vortices of a various configuration, which, in
particular, expands possibilities of an optical micromanipulation. Results of modelling and natural
experiments are discussed.
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