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С помощью итерационной процедуры на основе алгоритма SIMPLE проведено численное иссле-

дование ламинарного течения несжимаемой вязкой жидкости в аппарате с мешалкой. Результаты 

расчетов представлены в виде линий тока вторичной циркуляции жидкости. 
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Аппараты с мешалками являются одним 
из наиболее распространенных видов оборудо-
вания, используемого в ряде отраслей про-
мышленности для проведения различных фи-
зических и химических процессов [1-3]. Мето-
ды расчета, применяемые для решения задач 
перемешивания, непосредственно связаны с 
использованием гидродинамических характе-
ристик потока. Результаты гидродинамическо-
го расчета представляют собой основу для 
расчета таких практически важных характери-
стик, как время перемешивания, скорость про-
текания процессов переноса перемешиваемых 
веществ, потребляемая на перемешивание 
мощность или коэффициенты теплопередачи.  

При вращательном движении жидкости в 
аппарате с мешалкой происходит образование 
центральной вихревой воронки, глубина кото-
рой постепенно увеличивается с возрастанием 
угловой скорости жидкости. В аппаратах с ло-
пастными мешалками образование ярко выра-
женной воронки наблюдается уже при средних 
числах Рейнольдса [2]. Перемешивание при 
образовании воронки связано с рядом трудно-
стей. Если глубина воронки становится сопос-
тавимой с глубиной установки мешалки, то в 
жидкость могут быть погружены только концы 
лопастей. Это приводит к тому, что происхо-
дит увлечение воздуха в жидкость и образова-
ние газожидкостной смеси в области мешалки. 
В результате ударов, получаемых мешалкой 
при работе в этой среде переменной плотно-
сти, вал мешалки начинает колебаться. Возни-
кающие динамические нагрузки отрицательно 
сказываются на надежности подшипников и 
уплотнений вала. Отрицательные явления, свя-
занные с образованием воронки, практически  
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исключаются, если поверхность воронки рас-
полагается выше мешалки. Поэтому расчет 
формы и глубины воронки представляет несо-
мненный практический интерес. В настоящей 
работе проведено численное моделирование 
осесимметричного ламинарного течения не-
сжимаемой вязкой жидкости в аппарате с ло-
пастной мешалкой с учетом образования цен-
тральной воронки. 

Исходными уравнениями, описывающи-
ми течение жидкости в аппарате, будут соот-
ветственно уравнения Навье-Стокса и нераз-
рывности в виде [4] 
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где g – ускорение силы тяжести. 
Течение жидкости будем рассматривать 

в неподвижной цилиндрической системе коор-
динат r, φ ,z, в которой компоненты вектора 
скорости обозначим соответственно u, v, w. 
Данная задача представляет собой задачу со 
свободной границей. Введем в рассмотрение 
на поверхности жидкости локальный базис, 
состоящий из вектора нормали 
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и двух векторов в касательной плоскости 
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где h – высота свободной поверхности жидко-
сти над мешалкой.  



 

Граничные условия на свободной поверх-
ности включают в себя кинематическое и дина-
мическое условия. Кинематическое условие 
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отражает тот факт, что жидкость не может 
протекать через свободную поверхность и 
представляет собой равенство нулю проекции 
вектора скорости на нормаль к поверхности. 
Динамические условия заключаются в отсут-
ствии трения на поверхности жидкости. На 
свободной поверхности будет развиваться на-
пряжение Pnp 


, которое обусловлено де-

формацией примыкающих частиц жидкости. 
Тогда динамические условия запишутся в виде 
равенства нулю проекций вектора напряжения 
на направления касательных векторов базиса 
(4) соответственно как 
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где P – тензор напряжений; prr, pzz, prz, pφz, prφ – 
компоненты тензора напряжений.  

Граничные условия для составляющих 
скорости на твердых стенках заключаются в 
отсутствии относительного движения жидко-
сти и твердой поверхности. Тогда на дне и бо-
ковой стенке аппарата u=0, v=0, w=0, а на по-
верхности вала и мешалки  соответственно 
u=0, v=ωr, w=0, где ω – угловая скорость вра-
щения вала и мешалки. На оси вращения пото-
ка под мешалкой примем 
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Поскольку форма свободной поверхно-
сти жидкости неизвестна и должна быть най-
дена в результате расчетов, то перейдем от фи-
зической области течения к расчетной области 
с известными границами. Для этого физиче-
скую область поделим на две подобласти, 
нижнюю и верхнюю, горизонтальным сечени-
ем, проведенным через верхнюю поверхность 
мешалки. Введем безразмерные координаты и 
функции   
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где n – число оборотов мешалки в единицу 
времени; Ha – высота расположения мешалки 
над дном аппарата; b – высота лопасти; p0 – 
атмосферное давление, а в качестве характер-
ной длины и характерной скорости потока вы-
браны соответственно диаметр мешалки d и 
окружная скорость конца лопасти πnd. Сво-
бодной поверхности жидкости при этом будет 
соответствовать значение z*=1. После преобра-
зования координат уравнение неразрывности 
(2) сохранит форму  
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в которой проекции вектора скорости в рас-
четной области U, V, W определяются как 
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где γ=1 для нижней подобласти и γ=h* для 
верхней подобласти; h*=h/d, а u*,v*,w* – ком-
поненты вектора скорости в безразмерной фи-
зической области, определяемой преобразова-
нием 
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В расчетной области уравнение (1) в 
проекциях на оси координат может быть запи-
сано в виде обобщенного уравнения переноса 
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где Г=1/(πRe) – коэффициент диффузии; 
Re=ρnd2/μ – центробежное число Рейнольдса; S 
– член типа источника, соответствующий ис-
комой функции Ф. 

Численное моделирование течения про-
ведем методом контрольных объемов [5], од-
ним из основных достоинств которого являет-
ся то, что он обладает консервативными свой-
ствами, то есть обеспечивает интегральное вы-
полнение законов сохранения для всей расчет-
ной области. Поделим расчетную область на 
контрольные объемы (ячейки) так, чтобы каж-
дая узловая точка находилась в отдельной 



 

ячейке. Грани контрольных объемов располо-
жим посередине между соседними узловыми 
точками. Размещение всех узловых функций в 
одних и тех же точках приводит к рассогласо-
ванию полей скорости и давления, поэтому 
выберем разнесенную шахматную сетку [6], в 
которой точки, где вычисляются компоненты 
скорости, смещены на полшага в соответст-
вующих направлениях относительно основных 
точек, в которых вычисляется давление. Про-
интегрируем уравнение (8) по контрольному 
объему и временному интервалу Δt*. Для ап-
проксимации конвективных членов на гранях 
ячеек используем схему против потока. В ре-
зультате с учетом уравнения неразрывности 
получим дискретный разностный аналог, кото-
рый связывает значения искомой функции Φ в 
узловой точке P с ее значениями в центрах E, 
W, N, S, T, B соседних ячеек в форме 
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Здесь SP – узловое значение источникового 
члена; Φ0 – значение Φ в момент времени t*; 
ΔV – объем ячейки). 

Для расчета формы свободной поверхно-
сти жидкости используем формулу пьезомет-
рического напора, которую представим в виде 
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где 
 k

ih  и 
 1k

ih   – значения высоты свободной 

поверхности над мешалкой на двух последова-

тельных итерациях; 
 k

ip  и 
 1k

ip  – соответст-

вующие значения давления на свободной по-
верхности; i – индекс нумерации узлов в ради-
альном направлении. Таким образом, предпо-
лагается, что изменение давления на свобод-
ной поверхности за промежуток времени Δt* 
вызывает соответствующее изменение высоты 
свободной поверхности. 

В расчетной области формула (10) при-
мет вид 
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где Fr=n2d/g – центробежное число Фруда. 
Очевидно, что рассчитанные по формуле 

(11) значения  k

ih **  могут не удовлетворять ус-

ловию постоянства объема жидкости в аппара-
те. При этом достаточно учитывать объем жид-
кости над мешалкой. Таким образом, возникает 

необходимость введения некоторой поправки 

δh(k) к величине  k

ih ** . Эта поправка находилась 

из соотношения 
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где R – радиус аппарата; rs – радиус вала; V0 – 
объем жидкости над диском с невозмущенной 
свободной поверхностью; V(k) – объем жидко-
сти над диском на k-ой итерации, который вы-
числялся на каждой итерации путем численно-
го интегрирования по значениям  k

ih ** . Следует 

отметить, что в соответствии с формулой (12) 
поправка δh(k) не влияет на форму свободной 
поверхности, а лишь корректирует ее по высо-
те. Окончательно с учетом поправки δh(k) скор-
ректированные значения формы свободной 
поверхности могут быть найдены как 
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Расчет поля течения проводился на осно-
ве алгоритма SIMPLE [5], в котором использу-
ется дискретизация уравнений по методу кон-
трольных объемов на сетках с расположением 
узлов в шахматном порядке. Граничные усло-
вия на свободной поверхности (6), (7) и (5) ис-
пользовались соответственно при расчете ком-
понент скорости u*, v*, w* из уравнений (9). 
Форма свободной поверхности жидкости, со-
ответствующая рассчитанному полю течения 
определялась по соотношениям (11)-(13) в 
конце каждой итерации. При этом в качестве 

начальных значений  0*

ih  принималось значе-

ние, соответствующее положению невозму-
щенной поверхности жидкости. Дискретные 
уравнения (9) решались методом прогонки [7] 
в радиальном направлении. В качестве крите-
рия сходимости рассматривалась сумма моду-
лей невязок по всем контрольным объемам для 
уравнений (9). Расчеты проводились по этому 
критерию с точностью до 10-6 на равномерной 
сетке. В расчетах принималось H0=D; d/D=0,5; 
ds/D=0,05; b/d=0,2; Ha/H0=0,4, где D – диаметр 
аппарата; H0 – высота невозмущенной поверх-
ности жидкости над дном аппарата; ds – диа-
метр вала. 

Результаты расчетов представлены на 
рис. 1-2 в меридиональной плоскости аппарата 
в виде линий тока радиально-осевой циркуля-
ции. Мешалка создает потоки жидкости, кото-
рые вызывают циркуляцию жидкости по объе-
му аппарата. Окружная циркуляция, называе-
мая также первичной, связана с вращением 
массы жидкости вокруг оси вращения мешал-
ки. Существенную роль в перемешивании иг-
рает вторичная радиально-осевая циркуляция, 



 

которая накладывается на основную окружную 
циркуляцию. Наблюдается образование двух 
крупномасштабных вихрей, способствующих 
перемешиванию жидкости и расположенных 
соответственно сверху и снизу от мешалки. 
Мешалка вызывает вращательное движение 
жидкости в аппарате. Когда центробежные си-
лы малы, то это движение приводит к незначи-
тельному понижению уровня жидкости у вала 
мешалки (рис. 1). 

 

 
 

Рис. 1. Картина линий тока в аппарате при 
Re=100, Fr=0,05. 

 
Увеличение чисел Рейнольдса и Фруда 

связано с ростом центробежных сил, что нахо-
дит отражение в усилении радиально-
тангенциальной конвекции. В свою очередь 
это приводит к углублению образовавшейся 
центральной воронки, характерной для аппара-
тов с мешалками (рис. 2).    

 

 
 

Рис. 2. Картина линий тока в аппарате при 
Re=500, Fr=0,2. 
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CALCULATION OF THE CIRCULATION TIME OF LIQUID 

WITH FREE SURFACE IN THE DEVICE WITH MIXER 
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By means of iterative procedure on the basis of SIMPLE algorithm the numerical research of laminar 

flow of incompressible viscous liquid in the device with mixer is conducted. Results of calculations are 

presented in the form of streamlines of liquid secondary circulation. 
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