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Представлены особенности численного решения задач для исследования распределённых систем мол-
ниезащит на стартовых площадках с возможностью определения исследуемого поля на основе потен-
циала и электрической функции потока. Выполнены численные расчёты с представлением основных 
результатов для исследуемых объектов. 

Ключевые слова: система молниезащиты, математическая модель, численные расчёты, электроста-
тические поля 

 

В работе [1] предложена классификация ма-
тематических моделей для исследования разряда 
молнии. За основу классификации приняты виды 
исходных уравнений: 1) газодинамические (гидро-
динамические) модели для исследования началь-
ного развивающегося канала, приводящего к появ-
лению ударной волны; 2) электродинамические 
модели на основе уравнений Максвелла для иссле-
дования основных эффектов при разряде молнии; 
3) математические модели, представляющие разряд 
молнии в виде переходного процесса в линии пе-
редачи с распределёнными электрическими пара-
метрами R, L, C на единицу длины; 4) инженерные 
математические модели на основе, например, 
уравнений, связывающих ток в молниевом канале 
относительно высоты и времени c током в начале 
канала. За исключением газодинамической модели 
последние три типа математических моделей для 
исследования разряда молнии подробно представ-
лены в обзорной работе [2]. Следует отметить ма-
тематические модели, использующие цепи с рас-
пределёнными параметрами для исследования осо-
бенностей обратного разряда молнии [3], а также 
развитие этих моделей на основе модифицирован-
ного телеграфного уравнения [4] с учётом распре-
делённых источников тока для исследования тон-
ких эффектов в разрядном канале молнии.  

Пример особенностей математического мо-
делирования развития канала при мощном элек-
трическом разряде в жидкости, находящейся в по-
лузамкнутой цилиндрической камере с полусфери-
ческой верхней частью, представлен в [5]. В этой 
работе исследовано: 1) появление ударной волны 
при расширении разрядного канала; 2) гидродина-
мические эффекты взаимодействия созданных 
прямых и отражённых ударных волн с учётом 
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стенок камеры. Результаты численных расчётов в 
3-х мерном пространстве позволили объяснить из-
вестные экспериментальные данные о концентра-
ции ударных волн, образующихся при мощном 
электрическом разряде в жидкости [6], причём они 
принципиально отличны от [7], трактующей про-
цессы на основе эмпирических зависимостей. В 
дальнейшем эти процессы дополнительно исследо-
вались в [8] с применением метода инверсии для 
полубесконечных областей (МИПО). 

Для определения электромагнитных полей 
молнии в [2] показаны существующие основные 
подходы: 1) на основе численных решений точных 
уравнений с помощью специализированных алго-
ритмов; 2) численных решений уравнений Мак-
свелла на базе, например, метода конечных разно-
стей во временной области (finite-difference time-
domain method – FDTD); 3) с использованием уп-
рощённых уравнений. Отмечается, что если ранее 
FDTD использовался для анализа перенапряжений, 
индуцированных в линиях передач разрядом мол-
нии, то в настоящее время применяется для анали-
за электромагнитных полей молнии. 

В целом представленные в обзоре [2] мате-
матические модели – это в настоящее время основ-
ные модели для исследования разряда молнии и её 
различных физических проявлений, однако для 
оценки и сравнительного анализа существующих 
важных технических решений, например, в виде 
систем молниезащит ракет-носителей на космо-
дромах [9], необходимы разработки дополнитель-
ных математических моделей.  

Постановка задачи. Схема расположения 
типичной системы молниезащиты из 4-х молние-
приёмников (рис. 1) для ракет-носителей с косми-
ческими аппаратами характерна для стран США 
(космодром на мысе Канаверал, Флорида), Фран-
ции, Индии и др. [9]. Для упрощения исследований 
представим систему молниезащиты ракеты-
носителя в виде башен с металлическими стерж-
нями на их вершинах (например, не учитываются 
тросы, расположенные на вершинах стержней 
молниезащиты по контуру, особенности этих 
стержней, их материал и др.). Устройство 5 (рис. 
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1), связанное с ракетой-носителем на старте, пред-
ставляется в виде металлической фермы, напри-
мер, как на стартовой площадке №40 космодрома 
на мысе Канаверал для ракет-носителей типа 
«Falcon 9» для запуска космических аппаратов 
SpaceX Dragon.  

 

 
 

Рис. 1. Схема типичной системы молниезащиты на 
космодроме: 1 – 4 – башни с цилиндрическими 

стержнями; 5 – ферма 
 

При математическом моделировании систе-
мы молниезащиты на стартовой площадке приме-
няется схема, показанная на рис. 2. Для учёта 
влияния дистанции l1 от металлической фермы 5 до 
башни со стержнем 1 исследования проводятся в 
вертикальной диагональной плоскости от 1-ой до 
4-ой башни. Границы области B(x,y) следующие: 
G1 – плоскость в виде поверхности земли F(x,y); G2 
– нижняя граница облака V(x,y) в виде плоскости 
относительно поверхности F(x,y); G3, G4 – границы 
для искусственного ограничения расчетной облас-
ти путём введения в постановку задачи граничного 
условия типа ∂ψ/∂n = 0, так как в этой задаче не 
учитывается краевой эффект от V(x,y).  

 

 
 

Рис. 2. Схема моделирования области B(x,y) систе-
мы молниезащиты на космодроме (цифровые обо-

значения как на рис. 1) 
 

В [10, 11] было проведено сравнение резуль-
татов расчета внешней краевой задачи с учётом 
краевого эффекта от облака и заземлённого стерж-
ня на основе МИПО с данными [12] в вертикаль-
ной плоскости по распределению поля ψ. В [12] 
решалась задача определения поля потенциала ψ, и 
также были введены облако и стержень, но внеш-
няя краевая задача была сведена к внутренней на 
основе условия ∂ψ/∂n=0. Погрешность была незна-
чительная для исследуемой части области, при 
этом в [11] были показаны особенности исследуе-
мого краевого эффекта. В связи с этим исходные 
данные для расчёта следующие: 1) расстояние от 
металлической фермы 5 до границы G3 считается l2 

= 1000 м; 2) высота от F(x,y) до нижней границы 
V(x,y) принимается H1 = 1000 м; 3) высота башней 
со стержнями считается H2 = 100 м; 4) высота ме-
таллической фермы принимается H3 = 50 м; 5) дис-
танция l1 =var. 

Для представления особенностей плоского 
или плоскопараллельного электростатического не-
обходимо определить эквипотенциальные поверх-
ности с шагом Δψ = const и поверхности электри-
ческой функции потока µ с шагом Δµ=const [13]. 
Как и потенциал ψ функция µ является относи-
тельной характеристикой поля, причём физический 
смысл имеет только разность её значений напри-
мер, в точках p, d и не зависит от формы кривой и 
определяется в виде: 

 

µp – µd  = dlEn

p

d

 .  (1) 

 

Здесь En – проекция напряженности поля по 
нормали к кривой. 

Следует заметить, что вектор напряжен-
ности поля E направлен по касательной к силовой 
линии (поверхности), поэтому линейный поток 
напряженности поля через любой отрезок силовой 
линии равен нулю. В связи с этим точки силовой 
линии характеризуются одним значением функции 
потока, причём каждая силовая линия в плоско-
параллельном поле – это линия (поверхность) 
функции потока µ с уравнением вида  

 

µi = const.   (2) 
 

Приращение потенциала dψ на длине dn связано 
зависимостью  
 

dψ = – Ek dn.   (3) 
 

Здесь знак «–» означает, что падение ψ происходит 
в направлении силовой линии. По определению 
функции потока её приращение dµ на длине dl 
равно  
 

dµ = Ekdl.   (4) 
 

С учётом зависимостей (3), (4) величина E 
может определяется в виде  

 

Ek = – dψ / dn  и  Ek = dµ / dl.  (5) 
 

Следовательно, напряженность поля равна 
падению потенциала на единицу длины в направ-
лении силовой линии или увеличению функции 
потока на единицу длины в направлении эквипо-
тенциальной линии. Эти соотношения необходимы 
при решении задачи о распределении µ. Для оцен-
ки и сравнительного анализа существующих тех-
нических решений систем молниезащит ракет-
носителей на стартовых пло-щадках предлагается 
решение задачи в два этапа. 

Первый этап. Определяется поле распреде-
ления потенциала ψ на основе решения уравнения 
Лапласа в виде 

 

⁬∂
2
ψ /∂x

2 
 + ∂

2
ψ /∂y

2
; (x,y)  B(x,y).   (6) 
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Граничные условия задачи c учётом рис. 2 сле-
дующие: 
 на границе G1:  

 

ψ(x,y)=0, (x,y)  G1;    (7) 
 

 на границах башен со стержнями 1 (G11), 4 (G14) 
и на металлической ферме 5 (G15) заземлённых от-
носительно F(x,y):  
 

ψ(x,y)=0, (x,y)  G11, G14, G15;   (8) 
 

 на границах G3, G4:  
 

∂ψ/∂n=0, (x,y)  G3, G4;   (9) 
 

 на границе G2:  
 

ψ(x,y)=ψ0, (x,y)  G2;   (10) 
 

где B(x,y) – исследуемая область, ограниченная G1 
– G4, G11, G14, G15. 

Считаем, что на G2 потенциал равен ψ0 при 
возникновении электрических полей в атмосфере. 
При этом исследуется электростатическое поле при 
условии, что внешнее поле, прикладываемое к объ-
ектам 1-5, существенно мало, т.е. подразумевается 
отсутствие объёмных электрических зарядов в ат-
мосфере исследуемой области B(x,y). При решении 
задачи определяются поле ψ и эквипотенциальные 
поверхности ψi=const с некоторым шагом 
Δψ=const. Затем относи-тельно высоты H1 на осно-
ве расчётов этого этапа выделяется некоторая об-
ласть D(x,y) до уровня H4 относительно поверхно-
сти F(x,y) с учётом симметрии в области B(x,y) от-
носительно 5.  

 

 
Рис. 3. Схема моделирования области D(x,y)  

системы молниезащиты (цифровые обозначения 
как на рис. 1) 

Особенность выбора D(x,y) следующая: 1) на 
уровне H4 поверхность ψk=const должна быть па-
раллельна границе G2, чтобы было исключено 
влияние системы молниезащиты на распределение 
напряженности поля на этом уровне; 2) H4 должна 
превышать max высоту H2 объектов 1 – 4 системы 
молниезащиты. 

Второй этап. Схема моделирования области 
D(x,y) системы молниезащиты на космодроме, по-
казана на рис. 3. Границы исследуемой области 
D(x,y) следующие: G21 – граница в виде части G1; 
G22 – граница на уровне H4 в виде некоторой 
поверхность ψk = const; G31 – граница в виде части 
G3; G41 – граница в виде части симметрии области 
B(x,y), проходящая через объект 5; G11, G15 – гра-
ницы соответствующие области B(x,y).  

Исходные данные для расчёта следующие: 1) 
расстояние от металлической фермы 5 до границы 
G31 считается l3 = 200 м; 2) высота от F(x,y) до 
поверхности ψk=const равна H4 (будет определена 
после расчетов первого этапа); 3) высота башни со 
стержнем H2=100 м; 4) высота металлической фер-
мы H3=50 м; 5) дистанция l1=var. Поле распределе-
ния электрической функции потока µ определяется 
из эллиптического уравнения аналогичному урав-
нению Лапласа: 

 

⁬∂
2
µ /∂x

2 
 + ∂

2
µ /∂y

2
; (x,y)  D(x,y).  (11) 

 

Граничные условия задачи c учётом рис. 3 сле-
дующие: 
 на границе G21:  
 

∂µ/∂n=0, (x,y)  G21;   (12) 
 

 на границах башни со стержнем 1 (G11) и на ме-
таллической ферме 5 (G15):  
 

∂µ/∂n=0, (x,y)  G11, G15;  (13) 
 

 на границе G31:  
 

µ(x,y)=µ 0, (x,y)  G31;    (14) 
 

 на границе G41:  
 

µ(x,y)=0, (x,y)  G41;    (15) 
 

 на границе G22:  
 

µ(x,y)=0, (x,y)   G22;    (16) 
 

где D(x,y) – исследуемая область, ограниченная 
G21, G31, G41, G22, G11, G15. 

Для оценки и сравнительного анализа систе-
мы молниезащиты на космодроме считаем, что 
появление молнии возможно, например, со сторо-
ны границы G22, а именно, её левого края. Тогда на 
этой части границы G22, а именно, на границе G23 
выполняется условие: 

 

∂µ/∂n=0, (x,y)  G23.   (17) 
 

Особенности дискретных математических 
моделей каждого этапа расчёта заключаются в том, 
что исходные области B(x,y) и D(x,y) представля-
ются дискретными с регулярной прямоугольной 
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сеткой (Δx=Δy) по аналогии, например, [10]. При 
расчетах не учитываются размеры в горизонталь-
ных сечениях элементов систем молниезащит 1-4 и 
металлической фермы 5, так как они пренебрежи-
мо малы по сравнению с шагом Δ сетки по 
координатам x, y (по поверхности F(x,y) между G3 
и G4 расстояние 2000 м, а H1=1000 м, при этом счи-
таем, что в горизонтальном сечении металлическая 
ферма имеет размеры 4,0 х 3,0 м

2
). 

Для каждой из областей B(x,y) и D(x,y) во 
внутренних узлах сетки выполняется условие схо-
димости итерационного метода Гаусса-Зейделя. В 
этих узлах дискретных областей потенциал ψi,j рас-
считывается с помощью числен-ного метода, 
например, ускоренного метода Либмана с учётом 
уравнения Лапласа в конечно-разностных аппро-
ксимациях как в [10]. На границах Gi областей 
B(x,y) и D(x,y) потенциалы ψi,j рассчитываются с 
учетом конечно-раз-ностных аппроксимаций на 
основе условий: 1) для области B(x,y) используют-
ся граничные условия (7)-(10); 2) для области 
D(x,y) соответственно граничные условия (12)-(17). 

Результаты численных расчетов. При ис-
следованиях на первом этапе существующих тех-
нических решений систем молниезащит ракет-
носителей на космодромах в области B(x,y) опре-
деляются поля распределения потенциала ψ и эк-
випотенциальные поверхности в виде уравнений 
ψi=const. Расчёты ведутся в безразмерном виде, а 
именно, потенциалы ψi

*
=ψi/ψ0; где ψ0 – базовое 

значения потенциала в исследуемой области. Ана-
логично записываются безразмерные параметры и 
для других величин. Результаты численного расче-
та согласно уравнениям (6)-(10) для схемы моде-
лирования области B(x,y) системы молниезащиты, 
показаны на рис. 4 в виде распределения эквипо-
тенциальных поверхностей ψi

*
=const с Δψ

*
=const. 

 

 
 

Рис. 4. Распределение эквипотенциальных  
поверхностей для исследуемой области B(x,y)  

в виде ψi
*
=const с Δψ

*
=const 

 
Последующая схема для математического 

моделирования области D(x,y) с учётом системы 
молниезащиты на космодроме, показана на рис. 3. 
На основе полученных результатов величина H4 
выбирается равной 500 м. 

А1. Для оценки и сравнительного анализа 
технического решения системы молниезащиты 
ракеты-носителя на космодроме (см. рис. 1)  при-
нимается дистанция l1 от металлической фермы 5 
до башни со стержнем 1 равной 200 м, т.е. элемент 
молниезащиты находится на границе G31 области 

D(x,y). Для исследования предлагаемого подхода 
на основе 2-х этапов считаем, что появление мол-
нии возможно, например, со стороны границы G22, 
а именно, её левого края границы G23. Результаты 
численного расчета согласно уравнениям (11)-(17) 
для схемы моделирования области D(x,y), показаны 
на рис. 5 в виде распределения поверхностей 
электрической функции потока µi

*
=const с шагом 

Δµ
*
=const. При этом на рис. 5а показаны 30 

функций потока µi
*
; рис. 5б соответственно 100 

функций потока µi
*
.  

 

 
          а)           б) 
Рис. 5. Распределение поверхности электричес-кой 
функции потока µi

*
=const с шагом Δµ

*
=const при 

l1= 200 м 
 

Из результатов, представленных на рис. 5б, 
следует: 1) в объект 5 входят 19 функций потока µi

*
 

и одна частично в объект 5 и в поверхность F(x,y); 
2) в поверхность F(x,y) входят 38 функций потока 
µi

*
; 3) в элемент молниезащиты 1 входят 41 

функция потока µi
*
 и одна частично в элемент 1 и в 

F(x,y). 
А2. Принимается дистанция l1 от металличе-

ской фермы 5 до башни со стержнем 1 равной 100 
м, т.е. элемент молниезащиты находится по среди-
не между границей G31 и объектом 5 области 
D(x,y). Результаты численного расчета для этой 
схемы моделирования области D(x,y) с учётом 
l1=100 м, показаны на рис. 6 в виде распределения 
поверхностей электрической функции потока 
µi

*
=const с шагом Δµ

*
=const. При этом на рис. 6а 

показаны 30 функций потока µi
*
; рис. 6б 

соответственно 100 функций потока µi
*
.  

Из результатов, представленных на рис. 6б, 
следует: 1) в объект 5 входят 11 функций потока µi

*
 

и одна частично в объект 5 и в поверхность F(x,y); 
2) в поверхность F(x,y) входят 5 функций потока 
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µi
*
; 3) в элемент молниезащиты 1 входят 71 

функция потока µi
*
 и 2 частично в элемент 1 и в 

поверхность F(x,y), т.е. справа и слева от элемента 
1. 
 

 
        а)           б) 
Рис. 6. Распределение поверхности электричес-кой 
функции потока µi

*
=const с шагом Δµ

*
=const при 

l1=100 м 
 

 
        а)          б) 
Рис. 7. Распределение поверхности электричес-кой 
функции потока µi

*
=const с шагом Δµ

*
=const при 

l1=50 м 

А3. Принимается дистанция l1 от металличе-
ской фермы 5 до башни со стержнем 1 равной 50 м. 
Результаты численного расчета для схемы модели-
рования области D(x,y) с учётом l1=50 м, показаны 
на рис. 7 в виде распределения поверхностей 
электрической функции потока µi

*
=const с шагом 

Δµ
*
=const. При этом на рис. 7а показаны 30 

функций потока µi
*
; рис. 7б соответственно 100 

функций потока µi
*
.  

Из результатов, представленных на рис. 7б, 
следует: 1) в объект 5 входят 3 функций потока µi

*
 

и одна частично в объект 5, в поверхность F(x,y) и 
в элемент молниезащиты 1; 2) в поверхность F(x,y) 
перед объектом 5 входит одна функция потока µi

*
 

частично в объект 5, в поверхность F(x,y) и в 
элемент молниезащиты 1 и 25 после элемента 
молниезащиты 1; 3) в элемент молниезащиты 1 
входят 69 функция потока µi

*
 и 1 частично в 

элемент 1 и в поверхность F(x,y). 
Сравнительный анализ технического реше-

ния системы молниезащиты на космодроме (см. 
рис. 1) показывает следующее: 1) при дистанции 
l1=200 м в объект 5 в целом входят 19 функций 
потока µi

*
 и одна частично, тогда относительная 

величина входа функций потока µi
*
 в объект 5 в 

процентах равна 20%; 2) при l1=100 м в объект 5 
входят 11 функций потока µi

*
 и одна частично, то-

гда относительная величина входа функций потока 
µi

*
 в объект 5 в процентах равна 12%; 3) при l1 = 50 

м в объект 5 входят 3 функций потока µi
*
 и одна 

частично, тогда относительная величина входа 
функций потока µi

*
 в объект 5 в процентах равна 

4%. В заключение отметим, что для типичной сис-
темы из 4-х элементов молниезащиты ракеты-
носителя с космическим аппаратом согласно рас-
пределению электрической функции потока µi

*
 при 

уменьшении дистанции l1 с 200 до 50 м относи-
тельная величина входа функций µi

*
 в объект 5 

уменьшается с 20 до 4%.  
Выводы: 

1. Анализ полученных результатов расчёта на 
основе предложенного подхода показал, что име-
ется возможность оценивать и выявлять особенно-
сти системы из 4-х элементов молниезащиты на 
космодроме. Например, установлено, что согласно 
распределению электрической функции потока µi

*
 

при уменьшении дистанции l1 в 4 раза, относитель-
ная величина входа функций µi

*
 в объект 5 

уменьшается в 5 раз. Полученные результаты и 
выводы определяются соотношениями размеров 
исследуемой системы молниезащиты и соответст-
вующими допущениями при расчётах. 

2. Показаны особенности предложенного под-
хода для численного моделирования исследуемой 
системы молниезащиты на космодроме в два этапа. 
На первом этапе решения задачи определяются 
поле распределения потенциала ψ и эквипо-
тенциальные поверхности ψi

*
=const с Δψ

*
=const. 

Затем относительно высоты H1 на основе расчётов 
этого этапа выделяется некоторая область D(x,y) до 
уровня H4 относительно поверхности земли F(x,y). 
На втором этапе определяется распределение 
поверхностей электрической функции потока 
µi

*
=const с шагом Δµ

*
=const при изменении, 
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например, дистанции l1 от металлической фермы 5 
до башни со стержнем 1. 

3. Представлены особенности выбора области 
D(x,y) в следующем виде: 1) на уровне H4 выделен-
ная поверхность ψk=const должна быть параллель-
на границе G2, чтобы было исключено влияние 
системы молниезащиты на распределение напря-
женности поля на этом уровне; 2) H4 должна пре-
вышать max высоту H2 объектов 1-4 системы мол-
ниезащиты. 
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