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В работе предложен способ учета температуры при моделировании свойств монокристаллов с помощью 
подхода атомарной статики. Тепловые колебания атомов с некоторой амплитудой A имитируются наложе-
нием на систему атомов кристалла случайных смещений с этой амплитудой при равномерном распределе-
нии направлений смещений атомов в пространстве. Частота колебаний атомов в таком подходе рассматрива-
ется как независимый параметр, требующий идентификации для каждого материала. Построены зависимо-
сти удельной потенциальной энергии и равновесных параметров решетки для образцов различных размеров 
с ГПУ-структурой от задаваемой амплитуды смещений (аналога температуры). 
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Учет температуры в дискретном подходе. 
Одним из способов теоретического исследования 
термомеханических свойств конденсированных 
сред является дискретный подход, основанный на 
прямом моделировании движения частиц, вызван-
ного их взаимодействием и приложенными внеш-
ними воздействиями. Наиболее распространенным 
является метод молекулярной динамики (МД), при 
использовании которого для каждой частицы (ато-
ма или молекулы) численно решаются уравнения 
движения (уравнения баланса количества движе-
ния и момента количества движения), содержащие 
силы и моменты взаимодействия выбранной час-
тицы со всеми остальными частицами тела или с 
частицами из некоторой ее окрестности [4, 5]. Си-
лы взаимодействия частиц вводятся с помощью 
потенциалов межатомного взаимодействия, кото-
рые являются ядром дискретных подходов и пред-
ставляют собой приближенный способ описания 
взаимодействия частиц материала, качественно 
отражающий основные свойства атомов отталки-
ваться на малых и притягиваться на больших рас-
стояниях. Получаемые количественные результаты 
зависят от числовых значений параметров потен-
циалов. Метод МД хорошо  работает для тел ма-
лых размеров на малых интервалах физического 
времени. Ограничения на размеры моделируемых 
объектов накладываются возможностями вычисли-
тельной техники и применяемых алгоритмов для 
численного решения систем дифференциальных 
уравнений движения частиц. Интенсивно разви-
ваемые высокопроизводительные методы  
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«распараллеливания» расчетов на многопроцес-
сорных вычислительных устройствах расширяют 
границы применимости метода МД при исследо-
вании больших систем. 

В работе рассматривается предложенная ра-
нее модификация [1, 2] метода частиц, позволяю-
щая провести идентификацию параметров потен-
циала межатомного взаимодействия для монокри-
сталлов с кубической решеткой (ГЦК- и ОЦК-
типа) по их макроскопическим параметрам – рав-
новесному межатомному расстоянию и упругому 
модулю сдвига. В основе этой методики лежит 
рассмотрение статики взаимодействующих частиц 
при явном задании структуры кристаллической 
решетки. Возможности подхода были продемонст-
рированы на примере использования потенциала 
Леннарда-Джонса. Это обосновано тем, что при 
расчете упругих модулей нет необходимости рас-
сматривать динамические процессы, идущие при 
сверхнизких температурах или при скоростном 
деформировании, когда важную роль во взаимо-
действии атомов могут играть квантовые эффекты, 
учитываемые в потенциалах специального вида. 
Использование статической постановки позволяет 
получить аналитическое решение задачи опреде-
ления равновесного межатомного расстояния для 
различных кристаллических решеток и образцов 
различного размера. При этом точные значения 
межатомного расстояния получаются для объемов 
материала с небольшим числом атомов n на ребре 
образца (от 5 до 50). Для получения макроскопиче-
ских значений параметров по этим точным реше-
ниям можно сделать предельный переход, устре-
мив число атомов n к бесконечности. В частности, 
это позволяет идентифицировать параметры по-
тенциала по известным макроскопическим физико-
механическим свойствам материалов. Отметим, что 
упругие модули, получаемые при использовании 
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описанного подхода атомарной статики, соответст-
вуют изотермическим модулям, тогда как динами-
ческие расчеты методом молекулярной динамики 
дают, по-видимому, адиабатические значения уп-
ругих модулей. 

В [1-2] не обсуждался вопрос об учете тем-
пературы при расчете упругих модулей монокри-
сталлических твердых тел. В данной работе ста-
вится вопрос о способе задания температуры в ста-
тическом подходе. При моделировании поведения 
механических свойств различных тел методом мо-
лекулярной динамики температура вводится через 
кинетическую энергию движения атомов относи-
тельно среднего движения тела. При стабилизации 
системы энергия крупномасштабного движения 
атомов переходит в мелкомасштабные колебания с 
меньшей амплитудой. Эти мелкомасштабные ко-
лебания относительно неменяющихся со временем 
центров отождествляются с тепловым движением 
и с помощью выражения E=3kT, где E – амплитуда 
пульсаций кинетической энергии, k – постоянная 
Больцмана, T – температура тела. При построении 
равновесных кривых зависимости физико-меха-
нических свойств исследуемых материалов (на-
пример, коэффициента теплового расширения, 
внутренней энергии, упругих модулей) от темпера-
туры при динамическом моделировании после 
подвода к системе частиц энергии, вызывающей 
повышение температуры, необходимо проводить 
расчеты по переходу системы в равновесное со-
стояние, и затем определять значение требуемого 
свойства в равновесном состоянии. При этом жела-
тельно для каждой точки получаемой зависимости 
проводить осреднение по достаточной для стати-
стической обработки выборке реализаций рассмат-
риваемой системы частиц. В статическом подходе 
нет возможности вводить температуру как харак-
теристику теплового движения атомов, поскольку 
само движение при этом исключается. Можно бы-
ло бы считать, что статический подход дает воз-
можность определять равновесные положения цен-
тров, относительно которых атомы совершают ко-
лебательное движение, независимое от перемеще-
ний этих центров, связанных с механическим дви-
жением как жесткого целого или деформировани-
ем тела. Тогда температуру в статическом подходе 
можно учесть с помощью введения некоторой ис-
кусственной дополнительной силы, приводящей к 
увеличению при нагреве межатомного расстояния 
в равновесной конфигурации, свободной от внеш-
них механических воздействий. 

В статье предлагается другой путь – имита-
ция тепловых колебаний атомов с некоторой за-
данной амплитудой наложением на систему ато-
мов случайных смещений (возмущений) с этой 
амплитудой при равномерном распределении на-
правлений смещений атомов в пространстве. Час-
тота этих смещений, как аналога колебаний в ста-
тическом подходе принимается за независимый 
параметр, требующий идентификации для кон-
кретного материала наравне с параметрами потен-
циала. При этом не моделируются процессы уста-
новления, в ходе которых происходит перераспре-

деление энергии между кинетической и потенци-
альной составляющей. Полная энергия системы 
атомов при заданной температуре заранее не из-
вестна. Кинетическая энергия теплового движения 
фиксируется заданием амплитуды тепловых коле-
бания атомов, а потенциальная энергия так «под-
страивается» под кинетическую, чтобы обеспечить 
выполнение условий равновесия в виде минимума 
полной энергии при заданной температуре (ампли-
туде и частоте тепловых колебаний). 

Для корректного задания тепловых возму-
щений атомов необходимо гарантировать равно-
мерное распределение направления случайных 
смещений в пространстве. Направление будем за-
давать единичным вектором, поэтому задача о вы-
боре направления случайного смещения атома в 
некоторый момент его теплового движения сво-
дится к нахождению равномерного распределения 
точек на сфере единичного радиуса. 

 

 
а) 

 
б) 

Рис. 1. Виды распределений 5000 точек по еди-
ничной сфере, полученные: а) при равномерном 
разбиении интервала для угла [ / 2; / 2]   , б) 
при равномерном разбиении интервала [–1;1] зна-

чений функции sinθ  
 

Алгоритм получения равномерного рас-
пределения точек по сфере. В сферической сис-
теме координат равномерное разбиение интервалов 
для угла [0;2 )  , откладываемого от оси Ox1 в 

 
 

Известия Самарского научного центра Российской академии наук, том 14, №4(5), 2012 
 

1404



плоскости x1Ox2 и угла [ / 2; / 2]   , отклады-
ваемого от плоскости x1Ox2, приводит к концен-
трации точек на полюсах сферы (рис. 1а). Связь 
декартовых и сферических координат имеет вид: х1 

= r cosθ cosφ, x2=r cosθ sinφ, x3 = r sinθ. Для того 
чтобы не происходило концентрации точек вблизи 
полюсов сферы θ = ±π/2, разбивать необходимо не 
интервал для угла [ / 2; / 2]   , а интервал [–1;1] 
значений функции sinθ. Функция cosθ (положи-
тельная для рассматриваемого интервала значений 
угла) выражается через полученное случайное зна-

чение как 21 sin  . В результате получается рав-
номерное покрытие сферы точками (рис. 1б). 

Для проверки равномерности распределения 
точек по сфере проводится разбиение сферы на 
области равной площади, совокупность которых 
полностью покрывает сферу. С помощью вершин 
вписанного в единичную сферу икосаэдра, соеди-
ненных геодезическими линиями, она покрывается 
20 одинаковыми «равносторонними» криволиней-
ными треугольниками. Для исследования стати-
стических свойств получаемых случайных распре-
делений икосаэдр случайным образом поворачива-
ется относительно сферы и при каждом новом его 
положении для одного и того же распределения 
определяется число точек, попавших в каждый 
криволинейный треугольник. Это позволяет полу-
чить представительную выборку попаданий точек 
на сфере в криволинейные треугольники, доста-
точную для анализа статистических характеристик 
распределения точек на сфере. Анализ первого ал-
горитма распределения показывает наличие тре-
угольников с большим числом точек, которые со-
ответствуют областям вблизи полюсов сферы (рис. 
1а). При использовании второго алгоритма получа-
ется, что все накладываемые на сферу треугольни-
ки примерно одинаково заполняются точками рас-
пределения. Соответствующие виды функций рас-
пределения вероятностей показаны на рис. 2, кото-
рый демонстрирует узкую локализацию при ис-
пользовании второго алгоритма. Функция, соот-
ветствующая первому алгоритму имеет длинный 
«хвост».  

 

 
Рис. 2. Распределение вероятности для двух спосо-
бов размещения 5000 точек по треугольникам: 1) 
гистограмма с «длинным хвостом» соответствует 
рис.1а; 2) локализованная гистограмма соответст-

вует рис. 1б 
 

Таким образом, второй алгоритм, исполь-
зуемый для размещения точек по сфере, действи-
тельно позволяет получить равномерное распреде-
ление направления смещений атомов в простран-
стве. 

Для оценки преимущественного направле-
ния в распределении, аналогичном рис. 1а, исполь-

зуется тензор P p pi i

i

, pi  - единичный вектор, 

соответствующий выбранному из данного распре-

деления направлению, причем p 0i

i

. Получен-

ный симметричный тензор второго ранга имеет 
действительные собственные числа и собственные 
векторы, один из которых направлен к полюсу 
сферы, вблизи которого концентрируются точки 
(рис. 2). Для равномерного распределения точек 
(рис. 1б) построенный тензор имеет близкие значе-
ния собственных чисел (отличие не превышает 
3%), то есть с большой точностью его можно счи-
тать шаровым. 

При выбранном направлении модуль сме-
щения выбирается по равномерному закону из ин-
тервала [0;A], где A – амплитуда возмущений по-
ложений атомов. В пространстве такое распреде-
ление не будет соответствовать равномерному за-
полнению шара, будет наблюдаться большая кон-
центрация возмущенных положений атома около 
центра шара, что соответствует физическому 
смыслу процесса теплового движения. 

 

 
а) 

 
б) 

Рис. 3. Геометрия образца с ГПУ-решеткой, атомы 
слоя A изображены серым цветом, атомы слоя B – 
коричневым цветом: а) вид спереди, б) вид сверху; 

n=6  
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Влияние температуры на свойства ГПУ-
монокристалла. При исследовании зависимости 
равновесных межатомных расстояний ГПУ-
решетки от амплитуды возмущений рассматрива-
ется монокристалл в форме прямой призмы с пра-
вильным треугольником в основании (рис. 3), сим-
метрия которого соответствует симметрии ГПУ-
решетки. Такой выбор формы образца обоснован в 
работе [3]. Для каждого заданного значения ампли-
туды A при произвольных параметрах решетки a, b 
и произвольных параметрах ,  потенциала Лен-
нарда-Джонса: 

 

 12 6(r) ( / r) 2( / r)    
  (1) 

 

вычисляется полная потенциальная энергия атомов 
образца. 

Для определения равновесного состояния 
образца при каждом заданном значении амплитуды 
тепловых возмущений используется вариационный 
подход. При этом вариации соответствуют не пе-
реходу от одного равновесного состояния к друго-
му, а изменению параметров состояния образца 
при фиксированной температуре вблизи искомого 
равновесного состояния. Рассмотрим вариацион-
ное уравнение статики сплошной среды в виде 

 

U A Q     , 

1S V

A ds dv      n
t u f u

,  

1 2S S S 
, 2S
 u 0

,   (2) 
 

где δU – вариация внутренней энергии образца, δA 
– вариация работы внешних поверхностных tп и 
объемных ρf сил, δQ – изменение тепла в рассмат-
риваемом состоянии равновесия, δu – кинематиче-
ски допустимые вариации перемещений, S1 – часть 
поверхности тела, на которой задаются статиче-
ские граничные условия, S2 – часть поверхности, 
на которой задаются кинематические граничные 
условия, S – полная (внешняя) поверхность тела. 
Приток тепла к телу определяется интегралом 

V

Q T Sdv    , где T – температура, S – энтропия 

системы. Объемные силы в рассматриваемом слу-
чае на образец не действуют. Поверхностные силы 
в зависимости от постановки задачи могут быть 
заданы любыми, например, соответствовать гидро-
статическому давлению при исследовании его 
влияния на кристалл. В данном случае поверхност-
ные силы равны нулю, поэтому справедливо δA=0. 

Применительно к дискретному набору ато-
мов записанные выше интегралы равносильны 
суммированию соответствующих величин по ато-
мам кристалла. В частности, интеграл по поверх-
ности, на которой задаются статические граничные 
условия, эквивалентен суммированию по атомам 
граней образца. В качестве варьируемых парамет-
ров выбираются неизвестные параметры решетки a 
и b. Вариации определяются в каждом равновес-
ном состоянии при фиксированной амплитуде A 
колебаний. Энтропия кристалла S не зависит от 

значений a и b (то есть объема), δS=0, и приток те-
пла также не зависит от варьируемых параметров 
решетки в равновесном состоянии: δQ=0. 

Будем считать, что в состоянии равновесия 
энергия равномерно распределена по всем атомам 
кристалла. Таким образом, для определения равно-
весных параметров a и b кристаллической решетки 
при заданной температуре (амплитуде и частоте 
тепловых колебаний атомов) система должна 
удовлетворять условию δU=0, U mNu , где u  - 

массовая плотность внутренней энергии образца, 
осредненная по значительному промежутку време-
ни, N – количество атомов, m – масса атома. Мас-
совая плотность внутренней энергии u складывает-
ся из плотности кинетической энергии теплового 
движения атомов и плотности потенциальной 
энергии их взаимодействия, то есть в каждый мо-
мент времени она равна выражению 

 
N N 1 N

2

1 1

u v / 2N ( ) / mN


  

     r ri i j

i i j i , (3) 
 

где vi – скорость i-го атома, ri – его радиус-вектор, 
φ – парный потенциал межатомного взаимодейст-
вия. Осредняя записанную сумму по большому 
периоду времени τ и принимая, что каждый атом в 
состоянии термодинамического равновесия совер-
шает близкие к гармоническим колебания с задан-
ной амплитудой A и частотой , получим 
 

N 1 N
2 2 1

1 10

u 3A / 2 ( (t) (t)) / mNdt

 


  

      r ri j

i j i  
                                                                             (4) 

 
Здесь учтено, что кинетическая энергия теп-

ловых колебаний одинаково распределена по трем 
взаимно ортогональным направлениям в простран-
стве. Осреднение по времени в последнем слагае-
мом в дискретном подходе заменяется осреднени-
ем по некоторому большому числу реализаций те-
плового возмущенного состояния образца. Заме-
тим, что среднее значение потенциальной энергии 
взаимодействия атомов не равно средней кинети-
ческой энергии, как для случая классических ос-
цилляторов. Минимальный уровень потенциаль-
ной энергии выражается через параметр  потен-
циала Леннард-Джонса, который является незави-
симой постоянной для каждого материала. 

В отличие от объектов статистической физи-
ки рассматриваемая система не является достаточ-
но большой для применения методов статистиче-
ского анализа и подвергается непосредственной 
обработке. Реализации возмущенного состояния 
кристалла генерируются на компьютере, и в каж-
дой из них с помощью потенциала Леннард-
Джонса вычисляется потенциальная энергия взаи-
модействия всех атомов кристалла. В силу выпук-
лости потенциальной энергии кристаллического 
образца требуется найти ее минимум по двум пе-
ременным параметрам решетки a и b в каждой по-
лученной реализации. В работе для решения зада-
чи минимизации использовался метод Хука-
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Дживса. Зависимость равновесных параметров 
кристаллической решетки и плотности потенци-
альной энергии от амплитуды тепловых колебаний 
A получается осреднением найденных параметров 
решетки и потенциальной энергии образца по всем 
реализациям при каждом заданном значении ам-
плитуды тепловых колебаний. 

Для каждого значения амплитуды A было 
получено по 1000 реализаций случайных конфигу-
раций кристаллической решетки, для каждой из 
которых определены равновесные межатомные 
расстояния, и по этим 1000 испытаниям определе-
ны медианы распределений значений параметров 
решетки. Также в каждой реализации определялась 

N 1 N

1 1

( ) / N


  

    r ri j

i j i

 потенциальная энергия всей 

системы атомов, отнесенная к числу атомов образ-
ца. Осреднением по всем реализациям определя-

лось значение  . 
Для различного числа атомов на ребре об-

разца, как и в работе [3], получены различные зна-
чения безразмерных равновесных межатомных 
расстояний a/α, b/α и их отношения b/a, а также 
найдены их зависимости от безразмерной ампли-
туды A/α наложенных тепловых возмущений (рис. 
4а, б). Наименьший образец имел 4 атома на ребре 
основания. Кривые для параметров решетки моно-
тонно возрастают с ростом амплитуды тепловых 
колебаний, то есть предложенный подход качест-
венно верно описывает явление теплового расши-
рения кристалла. Все кривые для зависимости па-
раметра a/α от температуры пересекаются при зна-
чении A/α≈0,2. При этом же значении пересекают-
ся все кривые для зависимости параметра b/a от 
температуры. Для получения предельной кривой, 
соответствующей макроскопическому телу (при 
n→∞), для каждого фиксированного значения ам-
плитуды возмущений строилась гиперболическая 
аппроксимация зависимости значений параметров 
ГПУ-решетки от числа атомов на ребре образца. 
Заметим, что предельная кривая для отношения 
параметров решетки b/a показывает, что оно не 
зависит от температуры. Для наночастиц с ГПУ-
решеткой отношение b/a начинает уменьшаться 
после достижения относительной амплитудой теп-
лового движения значения A/α≈0,3. С увеличением 
размеров образца отношение b/a перестает зависеть 
от температуры. 

 

 
a) 

 
б) 

Рис. 4. Зависимости от амплитуды тепловых воз-
мущений при различных n: а) параметров решетки 

a и b, б) их отношения b/a. Пунктирная линия – 
предельная кривая при n→∞  

 
Потенциальная энергия образца, отнесенная 

к числу атомов,   возрастает при увеличении ам-
плитуды колебаний атомов (рис. 5а). Для каждого 
значения амплитуды A отклонений атомов от их 
положений в узле кристаллической решетки полу-
чена предельная точка, соответствующая макро-
уровню. Полученные точки образуют предельную 
(макроскопическую) кривую для зависимости 
плотности потенциальной энергии кристалла от 
амплитуды теплового движения атомов. Показано, 
что кривые потенциальной энергии (рис. 5а) для 
образцов различного размера имеют общую гори-
зонтальную асимптоту. Возможность пересечения 
этих кривых при увеличении амплитуды теплового 
движения атомов требует отдельного исследова-
ния. 

 

 
а) 

 
б) 

Рис. 4. Зависимости от амплитуды тепловых воз-
мущений при различных n: а) параметров решетки 

a и b, б) их отношения b/a. Пунктирная линия – 
предельная кривая при n→∞ 
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Для установления связи между температу-
рой и амплитудой теплового движения атомов в 
простейшем случае можно принять, что частота 
колебаний при тепловом движении атомов не зави-
сит от амплитуды. Принимая, как и выше, что ато-
мы кристалла совершают близкие к гармоническим 
колебания с амплитудой A и частотой , получим 
осредненное по периоду колебаний выражение 
3mA

2
ω

2
/2 для кинетической энергии отдельного 

атома. Приравнивая эту величину энергии 3kT/2 
теплового движения атома идеального газа (или 
используя «газовый термометр»), получим равен-
ство mA

2
ω

2
, то есть температура T рассматривае-

мой системы при фиксированном значении       

амплитуды A может быть оценена как T=mA
2
ω

2
/k. 

Принимая, что амплитуда возмущений AC соответ-
ствует некоторой критической температуре TC, по-
лучим оценку частоты колебаний атомов 

1

C CA kT / m . Вопрос выбора значения TC оста-

ется открытым. 
Предложенный подход позволяет дать при-

ближенную оценку зависимости теплоемкости 
кристалла от температуры. В рассмотренном опыте 
объем образца не контролировался, изменение 
внутренней энергии происходило при постоянном 
(нулевом) давлении, тое есть удельная теплоем-
кость Cp тела: 

 

p

(mu) (3kT / 2 (A)) (A) A
C 3k / 2

T T A T

     
   

    . 
 

Учитывая, что T=mA
2
ω

2
/k, получим 

 
1

p 2

(A) T (A) k
C 3k / 2 3k / 2

A A A 2mA


   

    
     . 

 

Вводя безразмерную удельную теплоемкость C
*
v, окончательно получим: 

 
2 2 *

*

V p

2m (A / )
C (C / k 3 / 2)

(A / ) A

    
  

   , 

где 
* /     - безразмерная величина, соответствующая осредненной потенциальной энергии  . 

 
Зависимость введенной теплоемкости от ам-

плитуды тепловых колебаний имеет максимум 
вблизи точки A/α≈0,3, а затем начинает умень-
шаться (рис. 5б). 

 

 
a) 

 
б) 

Рис. 5. Зависимость от амплитуды тепловых воз-
мущений при различных n: а) удельной потенци-
альной энергии кристалла, б) его теплоемкости. 

Пунктирная линия – предельная кривая при n→∞ 

Отметим, что физический смысл указанной 
точки, после которой наблюдается падение значе-
ния теплоемкости, требует дополнительного изу-
чения для возможного использования в процедуре 
идентификации параметров модели. 

Выводы: в работе предложен алгоритм за-
дания температуры при моделировании свойств 
материалов с кристаллическим строением методом 
атомарной статики. На примере материала с ГПУ-
решеткой исследован вопрос о влиянии температу-
ры на значения удельной потенциальной энергии и 
значения равновесных параметров решетки. Пока-
зано, что кривые, отражающие зависимости удель-
ной потенциальной энергии образца от температу-
ры, построенные для ГПУ-монокристаллов раз-
личных размеров, имеют общую горизонтальную 
асимптоту. Зависимости параметров ГПУ-решетки 
и удельной потенциальной энергии от амплитуды 
тепловых колебаний являются монотонно возрас-
тающими. Полученные кривые качественно верно 
отражают известные физические закономерности, 
что позволяет применять предложенный статисти-
ческий подход к заданию температуры в методе 
атомарной статики при исследовании зависимости 
упругих модулей кристаллов от температуры. 

Работа выполнена при финансовой поддержке 
РФФИ (грант №11-01-96033-р-Урал-а). 
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The method of specifying temperature for estimating the physical properties of monocrystals using the atomis-

tic statics approach was considered. Thermal oscillations of atoms in the crystal lattice are emulating by im-

posed perturbations on every atom positions with prescribed amplitude A. The directions of the perturbations 

are homogeneously distributed in space. The frequency of atoms oscillations is considered as independent pa-

rameter of model that has to be identified as well as interatomic interaction potential parameters for each cho-

sen material. The dependencies of potential energy per atom and two parameters of crystal lattice spacing on 

the perturbation amplitude A were found for HCP-monocrystals of several sizes. 

Key words: HCP-monoctystal, atomistic statics method, equilibrium lattice parameters, temperature  
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