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В статье рассматривается  и обобщается гипотеза о сохранении остаточных напряжений при фазо-
вом переходе касательно грунтов. Получены соотношения, в которых учитывается наследственная 
ползучесть среды как до, так и после фазового перехода. 
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Реологическое поведение мерзлых грунтов 
описывается моделями теории наследственной 
ползучести с различными временными ядрами 
[1, 2]. В теории консолидации водонасыщенных 
грунтов для учета реологических свойств скеле-
та также применяются модели линейной наслед-
ственной ползучести [3, 4]. Данные модели опи-
сывают реологическое поведение различных 
сред при непрерывной истории деформирования. 
В случае же, когда в ходе деформирования в 
среде происходят фазовые переходы, и дефор-
мации на фронте фазового перехода терпят раз-
рыв, необходимо учитывать влияние предысто-
рии нагружения среды до фазового перехода. 
Для однородных сред с наследственной ползуче-
стью, претерпевающих фазовый переход, была 
предложена гипотеза о сохранении остаточных 
напряжений при фазовом переходе, позволяю-
щая учитывать влияние истории деформирова-
ния среды до фазового перехода [5]. Для задачи 
фильтрационной консолидации  грунтов необ-
ходимо обобщить эту гипотезу на случай порис-
той среды с поровым заполнителем, претерпе-
вающий фазовый переход первого рода. 

Поведение водонасыщенной упруго-
пористой среды в [6] описывается системой сле-
дующих линеаризованных уравнений: 
- уравнения неразрывности жидкой фазы 
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- уравнения неразрывности твердой фазы 
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- уравнений движения вязкой жидкости 
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- и уравнений равновесия твердой фазы 
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где ui,wi – компоненты перемещений соответст-
венно твердой и жидкой фаз; m – пористость; 
e1,e2 – объемные деформации твердой и жидкой 
фаз; σij

f – эффективные напряжения в пористой 
среде; p – поровое давление; σij – полные напря-
жения, действующие на насыщенную пористую 
среду; β1, β2 – коэффициенты упругой сжимае-
мости твердой и жидкой фаз; μ – коэффициент 
вязкости жидкости; k – проницаемость среды. 

Система уравнений (1) - (4) замыкается 
определяющими соотношениями, представляю-
щими обобщение закона Гука для насыщенной 
упруго-пористой среды [7]: 
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где G(1 – m0), K(1 – m0) – модули сдвига и объ-
емной упругости пористой среды (скелета); 
ε0=β1K(1 – m0) – показатель сцементированности 
пористых горных пород. Заметим, что для мяг-
ких горных пород (сыпучие среды, грунты) ε0 
<<1, а для сильносцементированных горных по-
род (например, пористый базальт, бетон) ε0≈1 
[6]. Исключая из уравнений (1) - (2) производ-
ную пористости и используя соотношения (5), 
получим из (3) уравнение фильтрации, которое в 
одномерном случае будет иметь вид: 
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Если воспользоваться предположением о про-
порциональности объемной деформации скелета 
и порового давления, можно из (6) получить ос-
новное уравнение фильтрационной консолида-
ции [3]: 
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где cv – коэффициент консолидации. 
Для одномерного случая из (4) получим 

уравнение: 
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На внешней границе талой области x=0 должны 
учитываться следующие граничные условия: 
- нагружения P0(t)=σxx; 
- дренажа, если оттаивание идет в условиях 

отсутствия дренирования, то задается усло-

вие непроницаемости ∂p/∂x=0, а если сво-
бодного дренирования, то p=0; 

- условие теплообмена в виде граничных ус-
ловий 1-го или 3-го рода для уравнения теп-
лопроводности. 

Кроме того на подвижной границе x=ξ(t), где 
происходит фазовый переход, задаётся условие 
из закона сохранения массы [8]: 
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где ρ1, ρ2 –плотность льда и воды; v+,v– - значения 
скорости талого и мерзлого грунта на фронте 
фазового перехода. 

В случае, когда пористая среда обладает 
ползучестью, вместо модулей сдвига и объемной 
упругости для скелета будут фигурировать соот-
ветствующие интегральные операторы и урав-
нение (5) можно представить в интегральном 
виде: 
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где sij
f,γij

(2) – девиаторы, а σf, e1
(2) – шаровые со-

ставляющие тензоров эффективных напряжений 
и деформаций скелета; Rs

(2)(t), Rv
(2)(t) – ядра инте-

гральных уравнений релаксации [4]. В случае, 
когда ползучесть скелета описывается вязкоуп-
ругими моделями, ядра интегральных уравнений 
релаксации Rs

(2)(t) и Rv
(2)(t) представляют собой 

экспоненты с различными временами релакса-
ции. 

Рассмотрим соотношения, определяющие 
реологическое поведение сред при фазовом пе-
реходе льда в воду в порах [2]. Допустим, что 
реологическое поведение мерзлого грунта опи-
сывается линейным интегральным уравнением 
наследственной ползучести [1]. Уравнения ре-
лаксации для шаровых составляющих и девиа-
торов тензора напряжений будут иметь вид: 
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где K0
(1), G0

(1) – модули мгновенной упругости, 
Rv

(1), Rs
(1) – ядра релаксации, соответственно для 

объемных и сдвиговых напряжений мерзлого 
грунта. 

Обобщим гипотезу о сохранении остаточ-
ных напряжений в наследственно ползучих сре-
дах при фазовых переходах [5] на случай, когда 
мерзлый грунт рассматривается как однофазная 
среда, а талый грунт представляет двухфазную 
среду. Пусть в момент времени t=θ в точке 
x=ξ(θ) среда претерпевает фазовый переход 
(1→2). К этому моменту напряжения в среде в 
мерзлом состоянии (1) имеют значения: 
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Остаточные напряжения при этом задаются вы-
ражениями: 
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В талом состоянии грунта полные напряжения 
задаются уравнениями: 
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Исключая мгновенно-упругие составляющие 
имеем для остаточных напряжений: 
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в талом грунте при оттаивании объемные де-
формации состоят из двух составляющих: 
 

    ост 
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где     ост 
    - полная деформация талого грунта в 

момент фазового перехода     ,   
       - объ-

емная деформация из-за изменения плотности 
фаз. 

Учитывая основное положение гипотезы, 
что при фазовом переходе сохраняются значения 
остаточных напряжений, определим значения 
деформаций для среды (2), допуская, что она с 
самого начала деформирования находилась в 

талом состоянии и к моменту времени t=θ имела 
остаточные напряжения равные: 
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Отсюда, приравнивая подынтегральные выра-
жения для остаточных напряжений, получим 
соотношение: 
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Таким образом, определяющие уравнения 
для талого грунта будем иметь в виде: 
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Соотношения (11) - (16) учитывают на-
следственную ползучесть среды как до, так и 
после фазового перехода, причем вторые сла-
гаемые в уравнении (16) учитывают эффект 
влияния на релаксацию напряжения в среде пре-
дыстории деформирования до фазового превра-
щения порового флюида. В случае, когда порис-
тая среда и мерзлый грунт вязкоупругие, то все 
ядра релаксации Rv

(1), Rs
(1), Rv

(2), Rs
(2) являются 

экспоненциальными функциями от времени. На-
пример, если поведение мерзлого грунта порис-
той среды (скелета талого грунта) при одноос-
ном растяжении (сжатии) описывается линейной 
вязкоупругой моделью Максвелла, ядра релак-
сации имеют вид: 
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где τ0
(1), τ0

(2) – время релаксации мерзлого грунта 
и пористой среды при одномерном нагружении. 

Для простоты будем полагать, что коэф-
фициенты Пуассона для пористой среды v(2) и 
мерзлого грунта v(1) постоянные величины. Тогда 
упругие модули и ядра релаксации на сдвиг 
Rs

(i)(t), растяжение R1
(i)(t) и объемной деформа-

ции Rv
(i)(t) являются подобными: 
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 - постоянные величины как в мерзлом (i=1), так и в талом 

(i=2) состоянии грунта. В этом случае уравнение релаксации для среды, претерпевающей фазовый 

переход 12 (15) и (16) можно записать в виде: 
 











































































t
dp

e

t

en
E

dee

t

en
E

tptemnEt























)(
3

1)(
)2()2(

0)2(
2)2(

0

)2(
0

0

)(
)1(

1

)(
)2(

0

1

)1(
0

1

)2(
0)1(

2)1(
0

)1(
0

                                                                               )()
0

1()(
)2(

1
)

0
1(

)2(
2

)2(
0

)(
)2(

 (20) 

                                                                                          )(
)2(

)2(
0)2(

1)2(
0

)2(
0

0

)(
)1(

)(
)2(

0

1

)1(
0

1

)1(
1)1(

0

)1(
0)(

)2(
)

0
1(

)2(
1

)2(
0

)(
)2(

























































t
d

ij

t

en
E

d
ij

en
E

t
ij

mnEt
ij
s



















 (21) 
 

При известных постоянных значениях ко-
эффициентов Пуассона параметры вязкоупругих 
моделей определяются из экспериментов на ре-
лаксацию напряжений при одноосном нагруже-
нии сухой пористой среды и мерзлого грунта. 
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SAVING THE RESIDUAL STRESSES ON BORDER OF PHASE 

TRANSITION IN THE RHEOLOGICAL MEDIUM 

 

© 2012   A.V. Kolmogorov, N.A. Protodyakonova 
 

Institute of Physical and Technical Problems of the North named after V.P. Larionov 
SB RAS, Yakutsk 

 

In article the hypothesis of saving the residual stresses at phase transition concerning soils is considered 
and generalized. Are received ratios in which hereditary creep of the medium both to and after phase tran-
sition are considered. 
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