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Проведен анализ методических погрешностей оценки параметров ортогональных моделей корреля%
ционно%спектральных характеристик в ортогональном базисе Бесселя: коэффициентов разложения
моделей корреляционных функций (КФ), аппроксимации КФ, оценки спектра по параметрам апп%
роксимирующего выражения КФ, оценки корреляционно%спектральных характеристик.
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1. ПОГРЕШНОСТЬ ОЦЕНКИ КОЭФФИЦИЕНТОВ
РАЗЛОЖЕНИЯ ОРТОГОНАЛЬНЫХ МОДЕЛЕЙ

КОРРЕЛЯЦИОННОЙ ФУНКЦИИ
В БАЗИСЕ БЕССЕЛЯ

Представим ортогональную модель норми%
рованной корреляционной функции (НКФ)

  x  в виде [1]:
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где   , ,kJ   – ортогональные функции  Бессе%

ля первого рода  – го порядка с параметром
масштаба ортогональной функции   , к  – поря%
док корня.
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Норма ортогональных функций Бесселя оп%
ределяется из выражения:
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(3)

где )1(),( 2   e  – весовая функция ор%

тогональной функции Бесселя.

На практике вместо определения коэффици%
ентов разложения ортогональной модели в соот%
ветствии с выражением [2]:
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как правило, приходится ограничиваться конеч%
ным интервалом наблюдения корреляционной
функции:
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где  maxk – максимальный интервал корреляции;

При этом появляется дополнительная со%
ставляющая методической погрешности, выз%
ванная конечным верхним пределом интегриро%
вания:
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Необходимо отметить, что  
max

(1)lim 0
k

k
 

  .

Специфика проведения аппроксимативного
корреляционного анализа с помощью ЭВМ зак%
лючается в выборе численного метода для вычис%
ления интеграла, «дискретизации» уравнений
для оценки параметра масштаба   .

Обозначим оператор численного интегриро%
вания Ф{}. Тогда оценка коэффициента раз%ло%
жения, вызванная дискретизацией КФ и необ%
ходимостью численного интегрирования примет
вид:

   ( 2)
, max

ˆ { , , }k x ki J i J           . (7)
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где   – интервал дискретизации корреляци%
онной функции,

 
max

max
kJ ent 


    
, а  max1, ..,i J .

В этом случае составляющая методической
погрешности, вызванная дискретизацией КФ и
необходимостью численного интегрирования,
равна

 (2) (2) (1)ˆ ˆ
k k k     . (8)

В связи с конечностью выборки значений
КФ выражение для оценки коэффициента раз%
ложения представим в виде:

    (3)
, max

ˆ ˆ{ , , , }k x k ki J i N           , (9)

где N – объем выборки.
Следовательно, составляющая методической

погрешности, вызванная конечностью объема
выборки, равна

  (3) (3) (2)ˆ ˆ
k k k     .  (10)

Отметим, что для получения достоверных
оценок (статистическая погрешность равна 0,02%
0,05) количество отсчетов соответственно равно
N=5000%2000.

Следующая составляющая методической
погрешности вызвана необходимостью дискре%
тизации уравнения и применения численных
методов для оценки параметра масштаба  . Вы%
ражение для оценки коэффициента разложения
в этом случае примет вид:

    (4)
, max

ˆ ˆ{ , , , }k x k ki J i N            .(11)

Составляющая методической погрешности,
вызванная заменой параметра масштаба   его

оценкой  ̂ , будет равна:

 (4) (4) (3)ˆ ˆ
k k     . (12)

Перечисленные составляющие методической
погрешности образуют полную группу погреш%
ностей. Следовательно, методическая погреш%
ность вычисления коэффициентов разложения
определяется как:

(1) (2) (3) ( 4) (4)ˆ ˆ
k k k k k k                . (13)

Конечность интервала интегрирования (ин%
тервала корреляции КФ) и применение числен%
ных методов интегрирования будут вносить в
результирующую погрешность систематическую
составляющую, а ограниченность выборки для
определения значений КФ и оценки параметра

масштаба  ̂  – случайную составляющую. Сле%

довательно, составляющие погрешности

 (1) ( 2),
k k    можно определить, например, с помо%

щью математического пакета MathCAD, а

 (3) (4),
k    – методом имитационного моделиро%

вания, который реализован в системе.
Покажем это на примере.
На рис. 1 приведены результаты оценки ко%

эффициентов разложения, полученные при по%

 Рис. 1. Результаты оценки коэффициентов разложения, полученные при помощи пакета MathCAD:
а –дополнительная составляющая методической погрешности, вызванная конечным верхним пределом интегриро%
вания, б – составляющая методической погрешности, вызванная дискретизацией КФ и необходимостью численного
интегрирования (метод Симпсона), в – методическая погрешность вычисления коэффициентов разложения  k
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мощи пакета MathCAD, со следующими исход%
ными данными:

%       0exp cos           с отношени%

ем  0 / 5 /1, 0, 0816      и числом ординат

 37Nx  , объемом выборки  5000N  ;
% диапазон порядка коэффициента

 0.. , 50;k m m 
% параметр масштаба ортогональных функ%

ций Бесселя первого рода 0%го порядка

 0, 096   .
На рис. 1:

а)  (1)ˆ1 ( ) k kk     ;

б)  (2) (1)ˆ ˆ2 ( ) k kk     , метод интегрирова%

ния – Симпсона;

в)  (2)ˆ( ) 1 ( ) 2 ( ) k kcucm k k k         .

Из рис. 1 видно, что при дальнейшем увели%
чении числа членов ряда значение погрешности,
обусловленной конечностью интервала интегри%
рования, уменьшается, однако погрешность,
обусловленная применением численных методов
интегрирования, напротив, растет с увеличени%
ем порядка k, следовательно, как и систематичес%

кая составляющая методической погрешности
оценки коэффициента разложения.

На рис. 2 приведен результат оценки со%
ставляющей методической погрешности,
вызванной конечностью объема выборки, т.е.

(3) (3) ( 2)ˆ ˆ( )
k k kd ran       , полученный мето%

дом имитационного моделирования с помощью
автоматизированной системы аппроксиматив%
но%го корреляционно%спектрального анализа
случайных процессов в ортогональном базисе
Бесселя (АИС «АКС Бессель»).

Необходимо отметить, что погрешность опреде%

ления коэффициентов разложения  
k

  возрастает

с увеличением порядка k и является случайной ве%
личиной, распределенной по нормальному закону.

2. ПОГРЕШНОСТЬ АППРОКСИМАЦИИ
КОРРЕЛЯЦИОННЫХ ФУНКЦИЙ

ОРТОГОНАЛЬНЫМИ ФУНКЦИЯМИ БЕССЕЛЯ

Запишем погрешность аппроксимации КФ в виде:
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Рис. 2. Результат оценки составляющей методической погрешности, вызванной конечностью
объема выборки методом имитационного моделирования с помощью автоматизированной системы

аппроксимативного корреляционно%спектрального анализа случайных процессов
в ортогональном базисе Бесселя
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где  ˆ
k – оценка коэффициента  ,

   – оценка параметра масштаба  .

Используя формулу (3), перепишем выраже%
ние (14) в виде:
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Данное выражение является функцией слу%

чайных оценок коэффициентов разложения  ˆ
k .

Считая отклонение оценок от коэффициентов
разложения малыми, разложим выражение в ряд

Тейлора относительно  ˆ
k  в окрестности  k , ог%

раничившись квадратичными членами:
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В общем случае оценка коэффициентов раз%

ложения  k  смещена, поэтому

 
,

ˆ
o

kk k cm k      . (17)

С учетом того, что
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погрешность аппроксимации приведем к виду:

 
min m     ,

где 
 



24
2 ( )

, 1
0

( )
4

m o
x

km см k k
k

J 


  
 



       
 .

Математическое ожидание погрешности ап%
проксимации равно:
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Видно, что математическое ожидание по%
грешности аппроксимации, кроме минимальной
погрешности, содержит вторую составляющую,
численное значение которой линейно зависит от
погрешности оценки коэффициентов разложе%
ния и увеличивается с увеличением числа чле%
нов разложения ряда m. Следует отметить, что в
общем случае с увеличением числа членов раз%

ложения ряда  min  уменьшается. Следователь%

но, существует минимум погрешности по m. Да%
лее покажем это на примере (см. рис. 3).

Выполнив все необходимые преобразования,
получим дисперсию погрешности аппроксимации:
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Оценим  2
k . Закон распределения 

 o
k , так

как выполняются условия теоремы Ляпунова,
можно считать нормальным. Тогда
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Из данного выражения следует, что диспер%
сия погрешности аппроксимации растет с уве%
личением числа членов разложения ряда m, а её
численное значение зависит от дисперсии и по%
грешности от смещенности оценки коэффициен%
тов разложения ряда.

На практике, как правило, оценивают
относительную погрешность аппроксимации:
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 На рис. 3 приведены квадратические по%

грешности приближения при оценке коэффици%
ентов разложения, полученные при помощи па%
кета MathCAD, со следующими исходными дан%
ными:

%       0exp cos           –   с отноше%

нием  0 / 5 /1, 0, 0816      и числом орди%

нат 0.. , 18;k m m 
% диапазон порядка коэффициента

0.. , 18;k m m 
% параметр масштаба ортогональных функ%

ций Бесселя первого рода 0%го порядка

0, 258  .
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Рис. 3 описывает процедуру поиска миниму%
ма%миниморума суммарной погрешности, обес%
печивающего оптимальный выбор m.

На рис. 4 представлена зависимость опти%
мального числа членов разложения ряда m от
параметра масштаба  для описанных выше ис%
ходных данных.

Значение методической погрешности зави%
сит, главным образом, от способа оценки пара%

Рис. 3. Квадратические погрешности приближения при оценке коэффициентов разложения,
полученные при помощи пакета MathCAD
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метров модели, а, в частности, параметра масш%
таба, обеспечивающего минимальную допусти%
мую погрешность аппроксимации.

Вид ортогональных функций Бесселя анало%
гичен виду функций Дирихле, а, следовательно,
данные функции имеют близкое значение коэффи%
циента формы, определяемое из выражения [3]:
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где     eg , , так как ортогональные функ%

ции имеют экспоненциальный вид, а параметр

 выбирается в соответствии с длительностью
аппроксимируемой КФ.

Следует заметить, что вес ортогональных
функций Бесселя, в свою очередь, аналогичен
весу ортогональных функций Якоби с парамет%

рами 0 , 1 , что позволяет говорить об
общности подхода к построению ортогональных
моделей в указанных ортогональных базисах.

Кроме того, заметим, что алгоритм оценки
параметра масштаба   ортогональных функций
Дирихле и Якоби (0, 1), а, следовательно, и ор%
тогональных функций Бесселя, идентичен.

Таким образом, для ортогонального базиса
Бесселя параметр масштаба определяется из
выражения:
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Для колебательных моделей с погрешностью
восстановления 2% справедливо
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 .  (25)

На рис. 5 представлена зависимость относи%
тельной погрешности аппроксимации от пара%
метра масштаба при различных значениях чис%

ла членов разложения ряда  2 6m    и показа%

теле колебательности  5   для ортогональных
функций Бесселя.

В качестве аппроксимируемой функции вы%

берем НКФ    
0cos ex .

3. ПОГРЕШНОСТЬ ОЦЕНКИ СПЕКТРА
ПО ПАРАМЕТРАМ МОДЕЛИ КФ

Погрешность спектра КФ по параметрам ап%
проксимирующего выражения можно пред%ста%
вить в виде [4, 5]:
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Раскрыв квадрат подынтегрального выраже%
ния, получим:
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Рис. 4. Зависимость оптимального числа членов
разложения ряда m от параметра масштаба 

(по оси ординат – m, по оси абсцисс – )

Рис. 5. График относительной погрешности
аппроксимации при  5   и  2 6m  
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Физика и электроника

 С учетом того, что [6]
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приведем выражение для погрешности оценки
спектра к виду:
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Поскольку для корреляционно%спектраль%
ных характеристик справедливо следующее вы%
ражение:
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Окончательно запишем погрешность оценки
спектра как
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3. ПОГРЕШНОСТЬ ОЦЕНКИ
КОРРЕЛЯЦИОННО�СПЕКТРАЛЬНЫХ

ХАРАКТЕРИСТИК

В АИС «АКС Бессель» приводится расчет
таких погрешностей корреляционно%спектраль%
ных характеристик, таких как:

% относительная погрешность интервала кор%

реляции   2
k [2]:
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% относительная погрешность оценки интер%

вала корреляции   4
k [2]:
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% относительная погрешность оценки экстре%
мальной частоты спектра – частоты, соответст%
вующей последнему максимуму спектральной
плотности мощности:

   ээээ
  ˆ ,

 
Рис. 6. Результат вычисления погрешностей оценки корреляционно%спектральных характеристик
методом имитационного моделирования с помощью автоматизированной системы аппроксимативного

корреляционно%спектрального анализа случайных процессов в ортогональном базисе Бесселя



162

Известия Самарского научного центра Российской академии наук, т. 14, №4, 2012

% относительная погрешность оценки эквива%
лентной ширины спектра [2]:

  ээээ
   ˆ ,
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% относительная погрешность оценки макси%
мума спектра:
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На рис. 6 приведен результат вычисления
погрешностей оценки корреляционно%спект%
ральных характеристик методом имитационно%
го моделирования с помощью АИС «АКС Бес%
сель» со следующими исходными данными:

%       0exp cos           с отношением

 
0 / 5 / 1, 0, 0816     ,  числом ординат

 37Nx  , объемом выборки  5000N  ;
% диапазон порядка коэффициента

 0.. , 18;k m m 
% параметр масштаба ортогональных функ%

ций Бесселя  0, 258  .

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

1. Определена погрешность оценки коэф%
фициентов разложения ортогональных моделей

КФ в базисе Бесселя.
2. Получена погрешность аппроксимации

КФ ортогональными функциями Бесселя.
3. Приведен алгоритм оценки параметра

масштаба, гарантирующего минимум квадрати%
ческой погрешности приближения для ортого%
нальных функций Бесселя.

4. Определена погрешность оценки спект%
ра по параметрам аппроксимирующего выраже%
ния КФ.

5. Определены погрешности оценки корре%
ляционно%спектральных характеристик.
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