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ВВЕДЕНИЕ

Все больший интерес и практическое приме�
нение приобретают оптические устройства, по�
зволяющие преобразовывать одни свойства
электромагнитного излучения в другие. Среди
наиболее просто реализуемых поляризационные
и модовые преобразования.

Распространение лазерных мод высокого
порядка в среде с сильной анизотропией приво�
дит к сложным поляризационномодовым преоб�
разованиям [14]. Причем для анализа таких яв�
лений часто используется параксиальная модель
распространения [5, 6].

Заметим, что взаимодействие поляризации и
пространственного распределения электромаг�
нитного поля происходит также в изотропной
среде в непараксиальном режиме, в частности,
при острой фокусировке [79].

Непараксиальный режим в анизотропной
среде позволяет обнаружить более тонкие эф�
фекты [1013].

В данной работе рассматривается непаракси�
альное распространение модовых лазерных пуч�
ков вдоль и перпендикулярно оси анизотропно�

го кристалла. Аналитически и численно показа�
но, что при распространении вдоль оси кристал�
ла непараксиальные пучки Бесселя испытывают
периодическое изменение интенсивности, при�
чем период осцилляций обратно пропорциона�
лен квадрату пространственной частоты лазер�
ного пучка и разности диэлектрических прони�
цаемостей, соответствующих обыкновенному и
необыкновенному лучам.

При распространении модовых пучков пер�
пендикулярно оси кристалла наблюдается зави�
симость картины интенсивности от угла поворо�
та вокруг оси распространения пучка. В этом
случае частые осцилляции характерны только
для компонент электромагнитного поля, не вно�
сящих существенного вклада в картину общей
интенсивности.

1. ИНТЕГРАЛЬНЫЙ ОПЕРАТОР
 РАСПРОСТРАНЕНИЯ ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫХ

ВОЛН В КРИСТАЛЛЕ

Диэлектрический тензор кристалла, принци�
пиальные оси которого совпадают с лаборатор�
ными (декартовыми) осями, имеет диагональ�
ную форму:
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В работе аналитически и численно показано, что непараксиальные модовые лазерные пучки при рас�
пространении в анизотропной среде испытывают периодическое изменение интенсивности, связан�
ное с интерференцией обыкновенного и необыкновенного лучей. В случае распространения вдоль
оси кристалла период осцилляций обратно пропорционален квадрату пространственной частоты
лазерного пучка и разности диэлектрических проницаемостей. Полученная зависимость позволяет
косвенно оценивать параметры кристалла.
При распространении сингулярных модовых пучков перпендикулярно оси кристалла визуально на�
блюдается зависимость картины интенсивности от угла поворота вокруг оси распространения пуч�
ка. Такой зависимости для продольного расположения оси не имеется. Этот факт может служить
информацией об ориентации оси кристалла.
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Однако во многих практических случаях ла�
бораторные оси Ox и Oy ориентированы под не�
которым углом y к принципиальным осям крис�
талла X и Y, в то время как ось распространения
совпадает с принципиальной осью Z [14]. В этом
случае диэлектрический тензор кристалла пре�
образуется с использованием матрицы поворо�
та поперечных координат:
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Таким образом, с учетом поворота в попереч�
ной плоскости тензор кристалла принимает вид:
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В работах [15, 16] для тензора вида (3) был
выписан интегральный оператор распростране�
ния электромагнитных волн в следующем виде
(полагаем среду магнитноизотропной, =1, и рас�
сматриваем только электрические компоненты):
      

     
  1 1 1

2 2 2

, , exp ,
( , , ) exp

, , exp ,

c ik z
u v z ik u v d d

c ik z

      
   

      

       
     


e

E
e ,

(5)

где

  

   

           

1 12

2
1 22 11 11 22 12 21

1 1 1
1

, ,

1, 4 ,
2

1, , , ,
,

x

y

z xx yx x xy yy y
zz

e M

e M M M M M M

e e e

 

 

         
   



       

     

(6а)

  

   

           

2 12

2
2 22 11 11 22 12 21

2 2 2
2

, ,
1

, 4 ,
2

1
, , , .

,

x

y

z xx yx x xy yy y
zz

e M

e M M M M M M

e e e

 

 

         
   



       

     

(6б)

     

     

2
1 22 11 22 11 12 21

2
2 22 11 22 11 12 21

1
, 4 ,

2
1

, 4 ,
2

M M M M M M

M M M M M M

  

  

       

       

(7)

 
   

   

   

   

2
2

11

2
2

12

2
2

2 1

2
2

2 2

1 ,

1 ,

1 ,

1 ,

xx yx
zz z z

yy x y
z z zz

xx yx
zz z z

y y x y
zz zz

M

M

M

M

     
 

     
 

    
 

     
 

   
       
   
   

       
   
   

       
   
   

       
   

(8)

  
 

       
       

2 21

1 12

, , , ,, 1
, , , ,,

y x x y

x y y x

e P e Pc
e P e Pc

        
        

  
        

,

 (9)
        1 2 1 2, , , ,x y y xe e e e          ,  (10)

  
    2

( , ,0), 1 exp
( , ,0),
xx

yy

E x yP
ik x y dxdy

E x yP
 

 
  

   
         

 .

 (11)

 ( , ,0), ( , , 0)x yE x y E x y – поперечные электри�

ческие компоненты электромагнитного поля во
входной плоскости (при z=0).

2. РАСПРОСТРАНЕНИЕ ВИХРЕВЫХ
ПУЧКОВ В ОДНООСНОМ КРИСТАЛЛЕ,
ОСЬ КОТОРОГО НАПРАВЛЕНА ВДОЛЬ

ОСИ РАСПРОСТРАНЕНИЯ

В этом случае  
1 2 o    ,  

3 e  , и выра�

жения (4) будут иметь следующий вид:
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т.е. тензор (3) сводится к диагональному виду:
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и распространение нормально падающего лазер�
ного пучка не зависит от угла поворота в попе�
речной плоскости, однако скорости распростра�
нения обыкновенного (j=1) и необыкновенного
(j=2) лучей различны.

Если поперечные компоненты электрическо�
го поля во входной плоскости в полярных коор�

динатах 
   2 2 1, tan /r x y y x     име�

ют вихревую зависимость:
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тогда выражение (11) упрощается  :
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Также оператор распространения (5) в по�

лярных координатах 
   2 2 1, tan /u v v u    

упрощается:
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Как видно из (16) обыкновенный луч соот�
ветствует TEмоде, необыкновенный – TMмоде.

Заметим, что для многих радиальных функ�
ций, часто используемых в оптике, таких как по�
линомы Цернике, функции ЛагерраГаусса, фун�
кции Бесселя, выражение (19) имеет аналитичес�
кий вид.

3. РАСПРОСТРАНЕНИЕ ПУЧКОВ
БЕССЕЛЯ ВДОЛЬ ОСИ КРИСТАЛЛА

В частности, если во входной плоскости

сформирована мода Бесселя (  ,x yc c  �  поляри�

зационные коэффициенты):
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Для ограниченных пучков Бесселя выраже�

ние (21) будет выполняться приближенно, т.е.
основная энергия будет сосредоточена около

пространственной частоты  
0 .

3.1. Распространение пучков Бесселя
первого порядка

При m=0 вблизи оптической оси (r0) вы�
ражение (16) примет следующий вид:
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Общая интенсивность для выражения (22):
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При высоких частотах вклад продольной

компоненты в общую интенсивность (23)
будет увеличи ва т ься,  однако  да же пр и
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будет в несколько

раз меньше, чем для поперечных компонент.
Таким образом, даже в непараксиальном слу�

чае интенсивность (23) имеет радиальносиммет�
ричную структуру и не зависит от поляризации.
Значение интенсивности на оптической оси пе�
риодически меняется в зависимости от пройден�
ного расстояния в связи с интерференцией обык�
новенного и необыкновенного пучка. Период
осцилляций определяется разностью собствен�

ных чисел и значением параметра  
0 .

В параксиальном случае (  мало) собствен�
ные значения (17) принимают следующий вид:
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Тогда
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и период осцилляций определяется следующим
выражением:
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Период (26) будет увеличиваться с уменьше�

нием параметра  0  и уменьшением разности по�

казателей преломления для обыкновенного и
необыкновенного лучей. В изотропной среде

  e o   период  
zd  .

На рис. 1 показано распространение линей�
нополяризованного пучка Бесселя нулевого по�

рядка с  
0 =0,5 в кристалле рутила, который

имеет  6,84, 8.43o e    [6] на расстояние

несколько сотен микрон (длина волны

0, 633 мкм  ). Пучок Бесселя ограничен ра�

диусом 50R мкм  , поэтому он не подвержен

дифракции до расстояния  
0/ 100bz R    .

В соответствии с приведенными параметра�

ми период осцилляций (26)  70zd мкм  (если

вычислить разность (25) более точно, с исполь�
зованием формул (17), то получается

 69zd мкм  ) оказывается немного больше, чем

рассчитанная величина  67zcd мкм  из�за

приближенности допущения (21).

3.2. Распространение пучков Бесселя
первого порядка

При m=1 вблизи оптической оси (r0) вы�
ражение (16) принимает следующий вид:

Рис. 1. Распространение пучка Бесселя нулевого порядка вдоль оси кристалла:
(а) центральная часть интенсивности входного пучка, (б) продольная картина интенсивности в плоскости y=0,
 [1 0 , 40 0 ]z мкм мкм , [ 5 , 5 ]x м км мкм  ,  (в) поперечное распределение интенсивности (размером
 23 3 м км ) в плоскости на расстоянии  3 4z м км (соответствует минимуму на оси) и (г)  6 7, 5z мкм
(соответствует максимуму на оси)

    
 (а)  (б)  (в)  (г) 
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где     , 1 0 2 0exp expp mE ikz ikz           .

Продольная компонента теперь имеет нену�
левое значение на оптической оси [9], но вклад
ее в общую интенсивность попрежнему незначи�
телен даже при высоких частотах.

Таким образом, общая интенсивность опре�
деляется вкладом поперечных компонент и за�
висит от поляризации:

 при линейной x�поляризации ( 0yc  ):
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 при линейной xy�поляризации ( x yc c ):

 

 
22

2 2
1 0( , , )

2x
kE z c J k    

  
 




     

    

2
2 0 1 0

2 2
2 0 1 0

1 4cos 1 cos

3cos sin sin

kz

kz

    

     

        
 

         
,(28б)

 при круговой поляризации ( y xc ic ),
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Как следует из выражений (28), на расстоя�

ниях 
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, когда косинус разно�

сти равен минус единице и в то же время синус
равен нулю, при различных поляризациях будет
одинаковая картина интенсивности, пропорци�
ональная функции Бесселя первого порядка (см.

в табл. 1 поперечное распределение при

67, 5z мкм ).
На других расстояниях картина интенсивно�

сти приобретает зависимость от поляризации
(см. в табл. 1 поперечное распределение при

34z мкм  ).

4. РАСПРОСТРАНЕНИЕ ЛАЗЕРНЫХ
ПУЧКОВ В ОДНООСНОМ КРИСТАЛЛЕ,
ОСЬ КОТОРОГО ПЕРПЕНДИКУЛЯРНА

ОСИ РАСПРОСТРАНЕНИЯ

Рассмотрим случай, когда ось кристалла на�
правлена перпендикулярно оси распространения

и совпадает с осью Y. В этом случае  
1 3 o    ,

 
2 e  , и выражения (4) будут иметь следую�

щий вид:
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Теперь распространение пучков меняется в
зависимости от угла поворота в поперечной
плоскости , и необходимо пользоваться общи�
ми формулами (5)(11) с учетом следующего вида
матрицы (8):
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(30)

При  0   распространение электромагнит�
ного излучения в кристалле описывается следу�
ющим выражением:
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Из (31) следует, что картина распространения
будет существенно зависеть от поляризации вход�
ного пучка. Например, при линейной x�поляриза�

ции  (  , 0yP     ) анизотропия кристалла будет

проявляться только на продольной компоненте,
вклад которой в общую интенсивность очень мал:

Таблица 1. Распространение пучка Бесселя первого порядка вдоль оси кристалла
Падающий  пучок 

 

компо-
ненты 

Продольное распределение 
интенсивности в плоскости y=0, 

[10 , 400 ]z мкм мкм , 
[ 5 , 5 ]x мкм мкм   

Поперечное распределение 
интенсивности  в плоскости 

( 23 3мкм ) 
34z мкм  67,5z мкм
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Таким образом, модовые пучки будут распро�
страняться в этом случае без заметного измене�
ния интенсивности.   Это связано с тем, что ось
кристалла направлена вдоль оси Y.

В то же время при линейной y�поляризации

(  , 0xP     ) анизотропия будет сказываться

во всех компонентах:
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 (34)
Заметим однако, что в параксиальном случае,

когда основной пространственный спектр сосре�

доточен около нулевой частоты ( 0  ), интен�
сивность x и z�компонент в (34) очень мала по
сравнению с yкомпонентой, на которой анизот�
ропия кристалла сказывается лишь в астигмати�
ческом искажении без зависимости от пройден�
ного расстояния.

Также из (34) следует, что в отсутствии вихре�
вой фазовой сингулярности значение x и z�компо�
нент на оптической оси (=0) равно нулю. При
наличии вихревой фазовой сингулярности m=±1
ненулевое значение на оптической оси будет иметь
z�компонента, а при m=±2 x�компонента.

При линейной поляризации вращение крис�
талла будет соответствовать повороту плоскости
поляризации. Таким образом, при повороте кри�

сталла на угол  / 2   поперечные x и y�ком�
поненты в (31) поменяются местами.

5. РАСПРОСТРАНЕНИЕ ПУЧКОВ
ЛАГЕРРАГАУССА ПЕРПЕНДИКУЛЯРНО

ОСИ КРИСТАЛЛА

Рассмотрим распространение в кристалле
рутила модовых пучков ЛагерраГаусса:

  , , ,( , , 0) ,x y x y n mE r c LG r  ,         (35)

где

 
   

2 2

, 2 2
0 0 0

, exp exp
2

m
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n m n
r r rLG r L im
w w w

 
    

     
    

,  (36)

 
0w – радиус перетяжки пучка,  ,x yc c – поляри�

зационные коэффициенты.
Пространственный спектр пропорционален

модам (35):

 
       , ,

0
m n m m n mP LG r J kr rdr LG  



  .(37)

Основная энергия в распределении (37) со�
средоточена около нулевой частоты, поэтому
выражения (32) можно рассмотреть в паракси�
альном случае:
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Тогда период изменений интенсивности
xкомпоненты в выражениях (34) определяется
следующей формулой:
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,              (39)

которое в параксиальном случае ( 0  ) имеет
слабую зависимость от угла.

Таким образом период осцилляций для па�
раксиальных мод можно считать постоянным:

 
z

e o

d 
 


 .                        (40)

В табл.  2 приведены результаты моделирова�
ния распространения пучков ЛагерраГаусса (36)

( 0 2w   мкм,  0, 633 мкм   ) для случая (34).

Как видно из иллюстраций xкомпонента ис�
пытывает периодическое изменение интенсив�

ности, период которых равен  2,16zd мкм . По

формуле (40) значение периода оказывается

очень  близким  2,18zd мкм .

Однако на общей интенсивности эти осцил�
ляции никак не сказываются изза малого вклада
x�компоненты. Изменения z�компоненты очень
медленные и также не влияют на общую карти�
ну, которая определяется в параксиальном слу�
чае только y�компонентой.
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Результаты моделирования показывают, что
астигматическое искажение мод ЛагерраГаусса
становится визуально заметно только при нали�
чии в модах вихревой фазовой сингулярности.

В табл. 3 приведены результаты моделирова�
ния распространения моды ЛагерраГаусса (3,2) с
круговой поляризацией при вращении кристал�
ла вокруг оси распространения пучка. Для =0

ось кристалла направлена вдоль оси Y. Показаны
распределения общей интенсивности и отдель�
ных компонент пучка на расстоянии 150 мкм. Как
видно из приведенных иллюстраций, астигмати�
ческое искажение поперечного распределения
интенсивности визуально соответствует углу по�
ворота оси кристалла в плоскости падения мо�
дового пучка.

Таблица 2. Распространение y�линейнополяризованных пучков ЛагерраГаусса
перпендикулярно оси кристалла, направленной вдоль оси Y

Падающий  пучок  
(интенсивность и 

фаза) 

компо-
ненты 

Продольное распределение
интенсивности в плоскости y=0, 

[50 , 60 ]z мкм мкм , 
[ 10 , 10 ]x мкм мкм   

Поперечное распределение 
интенсивности  в плоскости  

( 220 20мкм ) 
50.5z мкм  51,58z мкм
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Таблица 3. Распределение моды ЛагерраГаусса (3,0) на расстоянии 150 мкм
при вращении кристалла вокруг оси распространения пучка

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе получены следующие основные
результаты:

Аналитически и численно показано, что при
распространении вдоль оси кристалла непаракси�
альные лазерные пучки испытывают периодичес�
кое изменение интенсивности, связанное с интер�
ференцией обыкновенного и необыкновенного
лучей. Для пучков Бесселя период осцилляций
обратно пропорционален квадрату простран�
ственной частоты лазерного пучка и разности
диэлектрических проницаемостей. Полученная
зависимость позволяет косвенно оценивать пара�
метры кристалла.

Хотя при распространении вдоль оси крис�
талла не имеется зависимости от угла поворота
относительно оси, при наличии в модовом пуч�
ке вихревой фазовой сингулярности картина
интенсивности приобретает зависимость от по�
ляризации.

При распространении модовых пучков перпен�
дикулярно оси кристалла частые осцилляции ха�
рактерны только для компонент электромагнитно�
го поля, не вносящих существенного вклада в кар�
тину общей интенсивности. В этом случае
периодические осцилляции визуально не обнару�
живаются. Однако расположение оси кристалла
параллельно плоскости падения пучка приводит к
зависимости картины интенсивности прошедше�
го пучка от угла поворота кристалла в этой плос�
кости. Наиболее заметна эта зависимость при на�
личии в модовых пучках фазовой вихревой сингу�

лярности. Этот факт может служить информаци�
ей об ориентации оси кристалла.
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PERIODIC  INTENSITY  CHANGE  FOR  LASER  MODE  BEAMS  PROPAGATING
IN  ANISOTROPIC  UNIAXIAL  CRYSTALS

© 2012  S.N. Khonina, S.G. Volotovsky, S.I. Kharitonov

Image Processing Systems Institute of the RAS, Samara

We analytically and numerically shown that the nonparaxial mode laser beams propagating in an anisotropic
medium are experiencing periodic variation of intensity due to interference between ordinary and
extraordinary rays. In the case of propagation along the axis of the crystal oscillation period is inversely
proportional to the square of the spatial frequency of the laser beam and the difference in the dielectric
constants. The resulting dependence allows indirectly estimate the parameters of the crystal.
When singular mode beams are propagating perpendicular to the axis of the crystal the intensity dependence
on the angle of rotation around the axis of beam propagation is visually observed. Such a dependence for
propagation along crystal axis is not available. This fact can serve as information about the orientation of
the axis of the crystal.
Keywords:  anisotropic medium, mode laser beams, periodic intensity change
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