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1. ВВЕДЕНИЕ

Оптические вихри и турбулентность – час�
то встречающиеся и в настоящее время активно
исследующиеся явления в широкоапертурных
лазерных системах. Прежде всего эти явления
наблюдаются в лазерах с накачкой далекой от
порогового значения. Данная работа посвящена
механизму образования решеток вихрей в ши�
рокоапертурных лазерных системах. В этой ста�
тье решеткой вихрей называется упорядоченная
двумерная структура – “матрица” состоящая  из
оптических вихрей, имеющих попарно противо�
положные топологические заряды. Такая струк�
тура напоминает двумерный кристалл с квадрат�
ной решеткой. Целью работы является аналити�
ческое и численное исследование таких
структур, выявление закономерностей в их по�
явлении и разрушении.

Актуальность работы обусловлена в первую
очередь значительным количеством современ�
ных экспериментальных результатов, в которых
описываются подвижные и неподвижные решет�
ки оптических вихрей в поперечном сечении
выходного пучка широкоапертурного лазера.
Важно, что наблюдаемые структуры в разных
типах лазеров поразительно похожи, несмотря
на различие между физическими процессами,
участвующими в излучении света.  В [1] экспе�
риментально показано, что в твердотельном ла�
зере на кристалле Nd:YVO

4
 с большим числом

Френеля (Fr~150) наблюдается переход от про�
стых мод Гаусса�Лагерра к решетке оптических

вихрей и турбулентности при варьировании доб�
ротности резонатора. В [2] экспериментально
наблюдается переход к пространственно�вре�
менному хаосу в поверхностно�излучающем ла�
зере с вертикальным резонатором при варьиро�
вании тока накачки. При токах накачки близких
к пороговому значению, поперечная структура
выходного пучка представляет собой моды Гаус�
са�Лагерра. С ростом тока накачки наблюдаются
решетки вихрей. При значительном превышении
порогового значения решетка вихрей становится
неустойчивой, и лазер переходит в режим про�
странственно�временного хаоса. Решетки вихрей
также наблюдаются в СО

2
�лазерах [3].

2. ОСНОВНЫЕ УРАВНЕНИЯ.
ЧИСЛЕННОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ

Лазер, работающий на одной продольной
моде плоскопараллельного резонатора и имею�
щий однородно уширенную линию описывает�
ся системой уравнений Максвелла�Блоха [4]:
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DPE ,,  –безразмерные огибающие электри�
ческого поля, поляризуемости и инверсии насе�
ленности соответственно.   /II  и

  /k , где  , II  и k  – скорости релакса�
ции поляризуемости, инверсии населенности и
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электрического поля соответственно.     /21
– расстройка между центром линии усиления и
частотой генерации, обезразмеренная на шири�
ну линии.  – двумерный оператор Лапласа,

)2/( 22 dca    – дифракционный параметр,
где d – ширина апертуры, r – накачка, норми�
рованная на пороговое значение.

Для численного решения нелинейной си�
стемы уравнений Максвелла�Блоха в частных
производных разработана компьютерная про�
грамма. В программе реализуется неявная ко�

нечно�разностная схема типа Кранка�Никол�
сона. Используются периодические гранич�
ные условия. В качестве начальных условий
– случайное распределение поля. Выберем
параметры системы уравнений (1): 1.0 ,

1 , 1 , 4.0a . Такие параметры соот�
ветствуют широкоапертурным лазерам клас�
са B. Варьировать будем параметром накач�
ки r , при этом следует иметь в виду, что 1r
соответствует порогу генерации. При накач�
ке близкой к пороговому значению численно
получено устойчивое решение в виде попе�
речной моды плоско�параллельного резонато�
ра с квадратными зеркалами (рис. 1).

При увеличении параметра накачки наблюда�
ется переход от моды пустого резонатора к стаци�
онарному распределению интенсивности в виде
устойчивой решетки вихрей (рис. 2а). По динами�
ке фазы хорошо видно, что соседние вихри (тем�
ные пятна на рис. 2а) имеют противоположные
топологические заряды, т.е. вращаются в разных
направлениях. На рис. 2б показано распределение
фазы в фиксированный момент времени, хорошо
видны центры вращения.

Дальнейшее увеличение накачки ведет к не�
устойчивости решетки вихрей. Вихри в узлах
решетки начинают осциллировать, подобно

 молекулам в решетке кристалла. Центр каждо�
го вихря начинает двигаться по траектории
близкой к окружности,  причем соседние
вихри обходят такие окружности в противопо�
ложных направлениях (рис. 3).

При значительных превышениях накачки
над порогом решетка вихрей “плавится”, траек�
тории центров вихрей становятся случайными,
наблюдается “хаотический газ вихрей”. Систе�
ма переходит в режим динамического хаоса или,
другими словами,  к оптической турбулентнос�
ти (рис. 4а). Вихри можно различить, только
имея информацию о фазе (рис. 4б).

Рис. 1. Мода пустого резонатора при 02.1r

Рис. 2. а – стационарная решетка вихрей б – мгновенное распределение фазы при 1.1r

Рис. 3. Нестационарная решетка вихрей
при 5.2r

а)                                                                                            б)
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3. РЕШЕТКА ВИХРЕЙ, КАК РЕЗУЛЬТАТ
ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ ЧЕТЫРЕХ

БЕГУЩИХ ВОЛН

В [5] теоретически показано, что при поло�
жительной расстройке при накачке близкой к
порогу для плоскопараллельного резонатора с
бесконечной апертурой решением будет волна
оптического поля, бегущая поперек апертуры,
причем волновое число поперечной волны про�
порционально корню из расстройки

ak / . На плоскости возможны четыре
направления распространения волны (рис. 5).
Поперечные моды пустого плоскопараллельно�
го резонатора в двумерном случае являются су�
перпозицией четырех встречных волн оптичес�
кого поля [6], которые, интерферируя, и дают
периодическое распределение интенсивности в
поперечном сечении (рис. 1). Однако, такие
структуры фактически являются модами пусто�
го резонатора, поэтому существуют лишь при
накачках близких к порогу. При увеличении на�
качки растут амплитуды 4�х волн и, соответ�
ственно, роль нелинейности.

В данной работе проведен анализ взаимо�
действия четырех волн в случае слабой нели�
нейности и адиабатически исключенных из
уравнений (1) поляризованности и инверсии
населенности. Адиабатическое исключение пе�
ременных из уравнений (1) возможно в случае
лазера класса А, т. е. если IIk  , . В та�
ком приближении динамика оптического поля
лазера описывается одним уравнением Свиф�
та�Хохенберга [7]:

    EEEagEaiEr
dt
dE 22)1(    , (2)

где 22 )(  kkg .
Представим электрическое поле в виде сум�

мы четырех гармоник


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
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
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Затем подставим это выражение в (2) и, пренеб�
регая высшими гармониками, получим систему
обыкновенных дифференциальных уравнений
для комплексных амплитуд четырех волн:
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Запишем комплексные амплитуды поля в
полярной форме ji

jj eA  , где j  и j �
действительные амплитуда и фаза j�ой волны.
Подставим эти выражения в систему (3). Запи�
сывая реальные и мнимые части уравнений от�
дельно и комбинируя определенным образом
уравнения для фаз, получим систему дифферен�
циальных уравнений от действительных пере�
менных j  и  :

Рис. 4. а – оптическая турбулентность б – мгновенное распределение фазы при 5r

Рис. 5. Расположение волновых векторов
четырех бегущих волн на плоскости



204

Известия Самарского научного центра Российской академии наук, т. 14, №4, 2012

 

    
    
    
    










































sin1111

cos22221

cos22221

cos22221

cos22221

2
4

2
3

2
2

2
1

4321

321
2

3
2

2
2

1
2

44
4

421
2

4
2

2
2

1
2

33
3

431
2

4
2

3
2

1
2

22
2

432
2

4
2

3
2

2
2

11
1












dt
d

r
dt
d

r
dt
d

r
dt
d

r
dt
d

(4)

).( где 4231  
С и с т е ма  у р а в н е н и й  ( 4 )  и м е ет  с е м ь

ос об ых  т о че к.  П е рва я ос оба я т оч ка  с о�
о т в е т с т в у е т  т р и в и а л ь н о м у  р е ш е н и ю
 0,0,0,0 4321  stststst  . Следую�
щие четыре особые точки – это решения, в которых
конкуренцию выигрывает одна из четырех возмож�
ных волн, амплитуды остальных – нулевые:

 0,0,0,1 4321  stststst r  ,

  0,0,1,0 4321  stststst r  ,

 0,1,0,0 4321  stststst r  ,

 1,0,0,0 4321  rstststst  .

Шестая особая точка представляет собой сто�
ячие поперечные волны, или другими словами
моды пустого резонатора

   0)()( ,9/1 42314321   rstststst .

Важно, что все волны имеют одинаковые амп�
литуды и выполняется указанное соотношение
между фазами волн. И, наконец, седьмая особая
точка соответствует стационарной решетке вих�

рей   ,5/14321  rstststst 
 nn,2)()( 4231  . Здесь

четыре амплитуды также равны, но их значение
отличается от амплитуд стоячих волн и, кроме
того, волны имеют другое характерное фазовое
соотношение.

Устойчивость особых точек определяется с
помощью линейного анализа.

Систему (4) можно представить в более ла�
коничной векторной форме:




























4

3

2

1

 где ),(





XXfX
 

(5)

Линеаризуем систему (5) вокруг некоторо�
го решения )(~))(),(()( 0 txttt j  XY , где

)(0 tX  � частное решение системы (5), )(~ tx  �
малое отклонение от этого частного решения

)(0 tX . Для этого подставим )(tY  в (5) и разло�
жим в ряд Тейлора по степеням )(~ tx :
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jxjXJf(X)xXY .

Пренебрегая членами второго и более высо�
ких порядков и учитывая (5), получим:
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где J – якобиан системы (5) с элементами
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Устойчивость частного решения определяет�
ся устойчивостью линеаризованной системы (6).
Подставив в якобиан системы решение, соответ�
ствующее конкретной особой точке, получим
матрицу, не зависящую от времени t , такая мат�
рица называется матрицей линеаризации. Решив
задачу на собственные числа этой матрицы, мож�
но судить об устойчивости решения: если дей�
ствительные части всех собственных чисел мат�
рицы линеаризации имеют отрицательный знак,
то особая точка устойчива по отношению к ма�
лому возмущению. Действительные части соб�
ственных чисел матрицы линеаризации также
называются ляпуновскими характеристически�
ми показателями (ЛХП).

Тривиальное решение системы устойчиво
при 1r , и теряет устойчивость, при 1r . Это
означает, что бесконечно малое возмущение поля
внутри резонатора начинает нарастать при 1r ,
что,  в свою очередь, является условием развития
генерации. Такой вывод очевиден и без проведе�
ния какого�либо анализа, стоит лишь вспомнить,
что 1r соответствует порогу генерации.

Согласно проведенному линейному анализу
системы (4) можно утверждать, что устойчивы�
ми при 1r  являются 5 особых точек. Четыре
из них – особые точки с одиночными бегущими
волнами, установившимися в результате конку�
ренции. Спектр ЛХП  не содержит положитель�
ных членов. Это означает, что режимы, в кото�
рых устанавливается одна поперечная бегущая
по апертуре волна и однородный профиль ин�
тенсивности устойчивы к малым возмущениям.
В каком из четырех направлений будет бежать
волна, победившая в конкуренции, зависит от
начальных условий.

Аналогично обстоит дело с особой точкой,
соответствующей стационарной решетке вихрей.
Спектр ЛХП состоит только из отрицательных
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показателей. Другими словами стационарная
решетка вихрей – устойчивое по отношение к
малым возмущениям решение системы (2).

Решение, соответствующее стоячим попереч�
ным волнам, имеет почти все положительные ля�
пуновские показатели. То есть, моды пустого
плоскопараллельного резонатора неустойчивы по
отношению к малым возмущениям в системе (2).

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Проведен краткий обзор современных экспе�
риментальных результатов, в которых описыва�
ются как неподвижные, так и подвижные решет�
ки оптических вихрей, наблюдаемые в широко�
апертурных лазерах. Численным решением
системы лазерных уравнений (1) получены ре�
шения в виде стационарной решетки вихрей. По�
казано, что при увеличении накачки решетка
вихрей становятся нестационарной – вихри на�
чинают осциллировать подобно молекулам в
узлах кристаллической решетки. При значитель�
ном превышении накачки над порогом решетка
вихрей “плавится”, наблюдается переход к про�
странственно временному хаосу – оптической
турбулентности. Аналитически рассмотрена ди�
намика лазера при параметрах, позволяющих
адиабатически исключить уравнения для поля�
ризованности и инверсии населенности, и пока�
зано, что поперечная мода плоскопараллельно�
го резонатора является неустойчивой структу�
рой. В то же время решетка вихрей является
устойчивой по отношению к малым возмущени�
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